COMPITO DI RICERCA OPERATIVA
APPELLO DEL 07/04/04

Esercizio 1
1)Dato il seguente problema di PL:

max 2x1 — X9
1+ a9 > 2
3x1+ 229 <7
—r1+x2 <1

T1,22 >0

trasformarlo in forma standard (2 punti)

2) Risolverlo con il metodo due fasi (introducendo il minor numero possibile di
variabili nel problema di I fase) (9 punti)

3) Stabilire se la soluzione ottima del problema é unica oppure no (1 punto)

4) Scrivere il duale del problema di PL trasformato in forma standard (2 punti)
5) Determinare, usando le condizioni di complementaritd, una soluzione ottima del
duale (4 punti)

6) Si supponga di introdurre il vincolo di interezza sulle variabili del problema di
PL. Si risolva il problema di PLI ottenuto in questo modo con [l’algoritmo branch-
and-bound (5 punti)

Esercizio 2
Sia dato il grafo non orientato con i pesi sugli archi riportati nella seguente tabella:

a b ¢ d e
a o©o 2 4 9 oo
b — o0 3 11 12
c — — o 6 5
d — — — oo 7
e — — — — o0

Si determini con il secondo algoritmo visto a lezione e sulle dispense un albero di
supporto a peso minimo (4 punti)
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Esercizio 3

(1) Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false motivando le risposte con
opportuni riferimenti alla teoria o con opportuni esempi (3 punti)
a): Dato un problema di PLI. I'insieme Z,; delle sue soluzioni ottime
pud contenere tre soli punti.
b): Dato un problema di PL, 'insieme S, delle sue soluzioni ottime pué
contenere due soli punti.
¢): Dato un problema di PLI, I'insieme Z,; delle sue soluzioni ottime
pud essere illimitato.
(2) Sia dato un problema di PLI

n
max )i G,
n .
ijlaijxj:bi 221,...77’)1
z; 20, z;€l j=1,...,n

Si supponga che:
o i coefficienti ¢; delle variabili nell’obiettivo siano tutti interi;
e sia noto un punto z° appartenente alla regione ammissibile del prob-
lema di PLI con valore dell’obiettivo pari a «, cioé:

n

20 =
E cr; = a.
Jj=1

Si risolva il rilassamento lineare del problema di PLI con l'aggiunta del

vincolo
n
ch:cj >a+1,
j=1
ovvero si risolva il seguente problema di PL:
n
max 2 j=1Gi%;
E?:laij'rj:bi i:l,...,m
Z?:l cxy > a+1
z; >0 j=1,...,n

Se tale problema di PL ha regione ammissibile vuota, che cosa possiamo
dire per il problema di PLI? (3 punti)
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SOLUZIONI
1. (1) 1l problema in forma standard risulta

max 2r1 — X2

soggetto a
X —+x2 —x3 =2
3I1 —|—2172 “+x4 —
-1 —+29 +z5; =1
T1,...,T5 20

(2) Poiché {x3, x4, 25} non rappresenta una base ammissibile, si pud impostare il
problema di prima fase con la sola variabile artificiale s,

max —s;
soggetto a
T +x9 —x3 +s1 =2
3r1 +2x +x4 =7
-1 “+x9 +xs5 =1
T1,...-,T5 ZO

Tenendo conto che s = 2 — x1 — x3 + z3 si parte dalla seguente riformulazone
iniziale, rispetto alla base By = {s1, 24,25}

max z= -2 +11 +x9 —x3
S1 = 2 —11‘1 —XT2 —|—.T3
Ty = 7 —3r1 —2x9 — By =By — {81} U {561} ;
Ty = 1 “+x — T2
L1y....L5,81 2 0
max z= 0 —s;
T = 2 —381 —T2 “+x3

ry= 1 4351 +xo —3x3
s 3 —s1 —2x9 3
L1y..-,T5,81 Z 0.

La base B; & quindi ottima per la prima fase ed ammissibile per il programma
iniziale. Lasciando cadere la variabile s; e sostituendo 1 = 2 — x5 + x3 nella
funzione obiettivo originale, si ottiene la riformulazione

max 2z= 4 —3xs +2x3
T = 2 —X2 +x3
ry= 1 +x9 —3x3 — By =DB; — {1‘4} @] {.T3} ,
Ty = 3 —21‘2 +x3

T1y...,T5 > 0
ed infine
max z = % —%LL'Q —%$4
7 2 1
xrp = 3 —§$2 —§I4
r3= 3 +iz2 —zaq (ottimo)
— 10 5

Iy = 3 —§£L'2 — 5324
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(3) Poiché 72, 74 < 0, la soluzione ottima trovata ¢ unica.
(4) 1l duale, rispetto alla forma standard ricavata in (1), risulta

min 2uq + Tus + us

soggetto a
ur +3us —ug > 2
up + 2us +ug > —1
—u; >0
uz > 0
ug >0

(5) Tenuto conto che all’ottimo primale =7, %, ¥ > 0 si hanno le condizioni
uy + 3uy —uy =2

2
_UT:O :>UT:07U§:§5U§:03

*
us; =0

14
con le quali risulta anche z* =0+ 7+ = +0 = —, come previsto dalla teoria.

(6) L’ultima riformulazione del punto (2) fornisce la soluzione ottima per il rilas-
samento lineare del nodo radice 0. La soluzione non & intera per cui si prosegue
eseguendo il branch sulla variabile z1, ottenendo i vincoli supplementari

1 2 1

<2 = Y1 = —3 + gl‘g + §x4 (Nodo 1),
2 2 1

T >3 = Ya = _§ — §$2 — §$4 (NOdO 2)

Si osserva subito che il nodo 2 risulta privo di soluzioni ammissibili. Risolvendo il
nodo 1 si ha

max z = % —%ZEQ —%$4
T = % —%332 —%334
T3 = % +%$2 —%964
vs= G —3m —g
Y= —3 +3m2 +314

I, ..,$5,y120

e quindi

max z = 4 -T2 2y
T = 2 -1
T3 = 0 +x9 !
x5 = 3 —m -
Ty = 1 —21‘2 —|—3y1

L1y 3T5,Y1 Z 0

L’ultima riformulazione risolve all’ottimo il nodo 1 con soluzione intera, chiudendolo
quindi per ottimalita e fornendo LB = 4. Poiché non ci sono piu nodi aperti, la
soluzione z] = 2, x5 =0, z} = 3, } = 1, x5 = 0 risulta ottima per il PLL

2. Applicando il secondo algoritmo visto a lezione si parte dal nodo a e si aggiungono
nell’ordine gli archi (a,b), (b,c), (c,e), (¢,d) ottenendo un albero di supporto di
costo 16.

3. (1) Valgono le seguenti considerazioni
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(1) Vero. 11 PLI
maxxy + T2
1 +x0 <2
r1,x2 €1

ha le sole soluzioni ottime (2,0), (1,1), (0,2).
(2) Falso. Senza perdita di generalitd, si consideri un programma lineare in
forma standard

n
max E CiTj
j=1

n
E aij,Tj:bi, i=17...
Jj=1

‘T17"'7xn207

3

e siano z*, £* due soluzioni ottime distinte con valore di funzione obiettivo
z*. Allora per ogni a € (0, 1) risulta

ch[(l —a)r; +ar;] =

j=1

n n
(1-a) E cjri +a E CjT; =
j=1 j=1

(1-—a)z" 4+ az" =2"

e inoltre, per ogni ¢

Z aij[(l - Oé).%'; + Olf;] =
=1

n n
(1-a) E ai;T; + o E aijT; =
j=1 j=1

(1 — O[)bz + Oébi = bl

Quindi ognuna delle infinite combinazioni lineari convesse di z* e T
soluzione ottima ed ammissibile.

(3) Vero. Si consideri il PLI
max T
1 > 1
To <1

T1,x2 €1

* 0\

(§]

per il quale le soluzioni (x1,1) con 1 =1,2,3,... sono tutte ottime.
(2) Tl risultato citato indica che non esistono soluzioni del PLI con > 7, cja; > a,
quindi si puo dedurre che I'ottimo z* del PLI e limitato da
2" < lal;
P'uso di |-] e giustificato dall’ipotesi di interezza dei c;. uindi il punto z0 &
g p j p
soluzione ottima del problema di PLI.



