COMPITO DI RICERCA OPERATIVA

ESERCIZIO 1. (5 punti) Sia dato il seguente problema di PL:
min  —2xz; — 4a,
1+ a9 > —2
2r1 —x9 <3
Ty —x9 > —1
x1 >0
xo <0

Lo si trasformi in forma standard e lo si risolva determinandone il valore ottimo e una soluzione
ottima.

ESERCIZIO 2. (4 punti) Dopo averlo trasformato in forma standard, si risolva il seguente
problema di PL con l'algoritmo pid opportuno:
min 2x1 + 3x2 + 5z3
T4 — To —2x3 > 3
—2x14+x2+23>1
z1,Z2,23 > 0

ESERCIZIO 3. (5 punti) Sia dato il seguente problema di PL:

max 5x1 + 222
T+ To+ 23 =—-1
—2.%‘1 — X9 — Ty = 1
x1,22,T3,%4 2 0
Se ne scriva il duale, lo si risolva per via grafica e sulla base del risultato ottenuto si risolva anche
il primale.
ESERCIZIO 4. (3 punti) La riformulazione rispetto alla base ottima B* = {z3,21,z5} di un
problema di PL é la seguente:
max 5 —3x3 —4xy
To =6 — bxrs + 214
T1 =4+ 23 — x4
T5 =2 —x3+ x4
T1,T2,X3,T4,T5 2 0
In quale intervallo posso far variare la modifica Acs del coefficiente di x3 nell’obiettivo senza che
cambi la base ottima? E in quale intervallo posso far variare la modifica Acy del coefficiente di zo

nell’obiettivo senza che cambi la base ottima? In entrambi i casi si dica come varia il valore ottimo
negli intervalli individuati.

ESERCIZIO 5. (5 punti) Sia dato il seguente problema di PLI:
max T
3r1+x9+23=25
—T1+ T2+ T4 =3

Zl,ZQ,x3,$4ZO $1,$2,$3,x4€1—
1
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Risolvendo il suo rilassamento lineare, si arriva alla seguente riformulazione rispetto alla base
ottima B* = {x1,z2}:
3

7 1
max 57113711’4
_ 1 1 1
$1—§71$3+1$4
_ 7 1 3
1’2—571.’53711'4

L1,T2, T3, T4 Z 0
Si risolva il problema di PLI con I’algoritmo branch-and-bound.

ESERCIZIO 6. (4 punti) Si risolva lo stesso problema di PLI dell’esercizio precedente con
I’algoritmo di taglio di Gomory.

ESERCIZIO 7. (4 punti) A tre distinte azioni A1, A2 e A3 sono associate tre variabili binarie
1, T3 e x3 che assumono il valore 1 se decidiamo di compiere I’azione corrispondente e 0 altrimenti.
Si esprima con un vincolo ciascuna delle seguenti condizioni:

(1) se si decide di non eseguire sia I’azione A1 che l'azione A2, allora si deve eseguire 1’azione
A3;

(2) se si decide di eseguire sia ’azione A1 che l'azione A2, allora non si deve eseguire I’azione
A3;

(3) se si decide di eseguire l’azione A1l e non eseguire I'azione A2, allora non si deve eseguire
l’azione A3;

(4) se all’esecuzione di ciascuna delle tre azioni associate un costo pari rispettivamente a cq, co
e c3, come esprimereste il vincolo che il costo totale delle azioni eseguite non pué superare
un budget prefissato B?

ESERCIZIO 8. (4 punti) Si mostrino opportuni esempi di problema di flusso a costo minimo
con:

(1) regione ammissibile vuota;

(2) obiettivo illimitato;

(3) soluzione ottima unica;

(4) insieme di soluzioni ottime con pit di un elemento.
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SOLUZIONI

1. Il problema in forma standard &
—max 2z — 424
soggetto a
—11 +2hH + 13 =2
2wy +xh + 14 =3
—r —Th+ x5 =1
T1y.-.4,T5 20

Applicando 'algoritmo del simplesso si ottiene quanto segue.

—max z =0 +42x; —4) —max z=3 —x4 —5x}
7 1 3.7
$3:2 “+x1 —x/Q T3 =5 —5T4 —5Ty
x4 =322 —af = xlzg—%m—%x’z

!
rs =1 +a1 +x5 5'3523—%3344—%3:’2
.Z‘l,...,l‘520 xl,..,x5>0

La soluzione ottima & quindi z; = %, zo = 0,23 = %, x4 =0,25 = % e il valore ottimo ¢ pari a -3.
2. Il problema in forma standard &

—max —2x1 — 3x2 — dx3
soggetto a
T — Ty — 203 — x4 =3

721314’1’24’1‘37175:1

T1y...,T5 ZO
Conviene applicare il simplesso duale.
—max z= 0—2x;—3x2 —5x3 —max z=-—6—2x4 —5xs —913
x4 =—-34+1x1 —x5 —213 T1 = 3 4x4 +x0+223
Iy = -1 72561 +xo +x3 Iy = -7 721’4 —x2 73563
.’El,...,l'520 £E17...,$520

La riga di x5 verifica la condizione di illimitatezza duale, quindi il problema in esame & privo di
soluzioni ammissibili.
3. Il problema duale risulta

min —uq + us
soggetto a

Uy — 2u9 > 5

UL — Uy > 2

up >0

—ug >0
Si puo verificare (anche graficamente) che il duale ¢ illimitato: lungo la semiretta u; = 5 + ¢,
ug = 0, t > 0 si trovano soluzioni con valore arbitrariamente piccolo. Il primale ¢ dunque privo di

soluzioni ammissibili.
4. Dall’analisi dei costi ridotti risulta immediatamente

—00 < Acsz < 3;

in questo caso il valore ottimo non cambia mai. Per Acs, essendo x5 in base, occorre considerare
la funzione obiettivo riformulata e perturbata

z :AC2$2 + (5 —3x3 — 41’4) =
:(5 + 6A62) - (3 + 5A02>$3 + (QACQ —4)xy
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e quindi le condizioni di ottimalita richiedono
—3—5Acy <0 3 A )
_Z < 9.

—A+20c <0 0 502 S

In questo caso la variazione del valore ottimo ¢ data dalla formula 5 + 6Acs.
5. Effettuando il branch sulla variabile x; si ottengono due nodi.

1 1 1
Nodo 1. 71 <0 — —pU T gt = 5, y1 >0,

4 2 -
1 1 1
Nodo 2. 21 >1 — 71;1:3+Zx47y2:§, ygz()
Calcolando il rilassamento lineare al nodo 1 si ottiene
max z = % —ix;; —%m max z=3 —Yyi —T4
Ty = % —%333 +i$4 z1 =0 —u
o= % -lz3-3z, = To =3 —y1 —a4
Y1 = —% —‘r%ﬂl‘?, —i.’134 x3 =2 +4y1 +a4
X1y, Xa,y1 >0 Z1,...,T4,51 20
e quindi LB = U; = 3. Al nodo 2 risulta
max z = % —il‘g —%m max z =2—x3—3ys
1= 3-—1%3+314 zp =1 +Y2
To = % —%1‘3 —%,2’,‘4 - To =2 —x3 —3Y2
Yo =—% — T3 524 T4 =2+w3 4y
T1yeno  Tayya >0 T1y..5T4,y1 >0

e quindi il nodo viene chiuso in quanto Us = 2 < LB. La soluzione ottima e x1 = 0, x5 = 3, z3 = 2,
Ty = 0.
6. Il taglio di Gomory associato alla riga di x; nella riformulazione ottima del rilassamento lineare &

1 3 1 3 1
“XT3+ Ty > 5 = Sr3t+t - Ta—Y1=5, y1 >0

4 4 2 4 4 2
Inserendolo nella riformulazione si ottiene
_ 71 3 _
max 2z = % —%xg —%u max z=3 —y
T1= 35 —31T3+3%4 z1=0 —y1 +x4
To = % *izg f%m - T2 =3 -
_ 1,1 3 - _
Y1 =—5+3T3+574 T3 =2 +4dy1 —3r4
.1317...,1‘4,3/120 wl’---7$47y120

con la stessa soluzione ottima determinata nell’esercizio precedente.
7. (1) r3>1— (.’)31 —‘r:l?g)
(2) r3 <2 — (.Tl —|—l‘2)
(3) T3 S (1 — xl) + Z2
(4) c1x1 + coxo + C3T3 S B
8. Si possono considerare i seguenti esempi (costi sugli archi, se necessari).

b= 1D— D=1 /X



