ALGORITMO DEL SIMPLESSO

ESERCITAZIONI DI RICERCA OPERATIVA 1

ESERCIZIO 1. Risolvere il seguente programma lineare (a) con il metodo del
simplesso e (b) con il metodo grafico.

(1) min —2x; — oo
soggetto a

(2) xr1 + X2 S 5
(3) 3rx1+22 <9
(5) T1,T2 Z O

ESERCIZIO 2. Risolvere il seguente programma lineare (a) con il metodo del
simplesso e (b) con il metodo grafico.

(6) max 3x1 — To
soggetto a

(7) r1 — T2 S 1
(8) —x1 + 2I2 Z 1
(9) —2x1 + 22 <0
(10) T1,22 Z 0

ESERCIZIO 3. Risolvere il seguente programma lineare utilizzando 1’algoritmo
del simplesso.

(11)  max 3z1 —z2 + 23

soggetto a

(13) o +2x3 >4
(14) T1 —x3 >3
(15) T1,T2,T3 Z O

ESERCIZIO 4. Risolvere il seguente programma lineare per mezzo dell’algoritmo
del simplesso.

(16) min —2z7 — 3x2
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soggetto a

(19) 21y < 3
(20) T1,X2 2 0

ESERCIZIO 5. Risolvere il seguente programma lineare per mezzo dell’algoritmo
del simplesso.

(21) max 2x; — X2
soggetto a

(22) -z +a<1

(23) T1 + 220 > 2

(24) x1,22 >0
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SOLUZIONI

1. (a) Prima di applicare il metodo del simplesso ¢ indispensabile porre il program-
ma lineare in forma standard. Per ottenere questo € necessario, in questo caso,
trasformare (1)—(5) in un programma di minimo cambiando il segno della funzione
obiettivo (1) e scrivere i vincoli (2)—(4) come uguaglianze utilizzando opportune
variabili di slack x3, x4, 5.

(1) max 2x1 + xo

soggetto a

(2’) 1+ 2o + 23 =5
(3/) 3r1 + x2 —+ x4 =9
(4/) Xro —|— s = 4
(5/) Ilv"'7$520

Grazie alla presenza delle variabili di slack, & immediatamente identificabile sul
sistema dei vincoli una base ammissibile iniziale By = {x3, x4, 25}

max z =042z +zo
Tr3 = 5 —I1 —I2

T4 =9 =311 —T2 By = {3, 24,75}
Is =4 —X2
T1,...,T5 > 0

La presenza di costi ridotti v1,7v2 > 0 indica che la soluzione ammissibile di base
associata a By non e ottima; la variabile x1, che presenta costo ridotto massimo, e
idonea ad entrare in base. La variabile uscente & scelta con il criterio dei rapporti
minimi, quindi

. [95 9 9
mng—,- = -
1°3 3

indica che la variabile uscente & x4. Effettuando 'operazione di cardine si ottiene
la riformulazione rispetto alla nuova base Bj.
max z =26 —§x4 -‘r%.’l]g
xr3 =2 +%£L‘4 —%LL'Q
T :3—%$4 —%.IQ Bl:B()U{Il}\{x4}:{$3,$1,$5}
Is = 4 —x2
T1,...,25 >0

Poiché v5 > 0 la soluzione associata a Bj; non & ottima, e si prosegue facendo
entrare in base xs. La variabile uscente € in questo caso x3, alla quale corrisponde
il minimo tra i rapporti
2 3 4
2/371/3’ 1
Si ottiene quindi, effettuando ’operazione di cardine, la seguente riformulazione.

max z:7—%$4—%5173
) :3+%$4—%$3

x1 =2 —%x4 —i—%:vg By = By U {xa} \ {z3} = {z2, 21,25}
x5 =1—Las+3u;
T1,...,T5 > 0

La soluzione associata alla base By € ottima, poiché sulla riformulazione 4, y3 > 0.
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\ T2,

3{E1+£C2:9 .’E1+.’E2:5

FiGUrA 1. Risoluzione per via grafica dell’esercizio 1.

(b) Essendo (1)—(5) un programma in due sole variabili, & agevole utilizzare il meto-
do grafico. La Figura 1 rappresenta graficamente 'insieme S, delle soluzioni am-
missibili di (1)-(5); la retta tratteggiata r & una isocosto e la direzione di crescita
¢ quella indicata dal vettore (2,1). L’ottimo & quindi localizzato nel punto A di
coordinate 7 = 2, x5 = 3.

Si noti il percorso seguito sulla frontiera di S, dalle iterazioni del simplesso,
attraverso i vertici (0,0) — (3,0) — (2,3) = A.

2. Trasformando (6)—(10) in forma standard, si introducono due variabili di slack
x3, T5 associate rispettivamente ai vincoli (7) e (9) e una variabile di surplus z4
associata al vincolo (8). Si ottiene dunque quanto segue.

(6" max 3z — T2

soggetto a

(7’) xr1 — T+ X3 =1
(8’) —x1 + 222 — X4 =1
(9/) —2171 + Xro + s = 0
(10/) Il,...,ZC5ZO

A differenza di quanto osservato nell’esercizio 1, le variabili supplementari x3, x4, T5
non formano una base ammissibile (la soluzione corrispondente avrebbe x4 = —1).
E quindi conveniente impostare il problema di prima fase. In questo caso ¢ suffi-
ciente aggiungere una singola variabile artificiale s1, in corrispondenza del secondo
vincolo.

max —si
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soggetto a
xr1 — To + X3 =1
—x1 + 2722 — X4 +s51=1
—2x1 + T2 + 5 =0
Z1,...,25,81 =0

Ora la base By = {z3, 1, x5} & ammissibile per il problema di prima fase, e si puod
avviare l'algoritmo del simplesso.

max z=-—1 —x1 +2x9 —14
Tr3 = 1 —x1 +x2
s1= 1 +x1 —2z9 +14 By = {xg, S1, $5}
s = 0 +2931 —1172
T1,...,25,81 >0

A questo punto entra in base la variabile z2 (72 > 0) e la regola dei rapporti
individua in x5 la variabile uscente.

max z =-—1+3z1 —2z5 —14
Tr3 = 1 +x1 —xs
S1 = 1 —3561 +2JC5 +x4 Bl = {xg, S1, ,TQ}
To = 0 —|—2.Tl —I5
T1,...,25,81 >0

Infine entra in base x; mentre esce si.

max z=0 —s
r3 = % —%51 —%x5 —|—%:174
T —g—gsl +§{E5 +§ZZ?4 BQZ{$3,$1,LL‘5}
To2 =3 —351 +3%5 +5%4
:El,...,I5,8120

Poiché il problema di prima fase ha una soluzione ottima con funzione obiettivo pari
a 0, il programma (6')—(10’) ha una soluzione ammissibile di base, corrispondente
azxry =73, T =3, T2= % (x4 = x5 = 0 perché fuori base). Riformulando ora la
funzione obiettivo (6) rispetto alla base B si ottiene quanto segue.

max z = % —|—%x5 —l—%u
r3 = ? —§x5 —|—§:174
X1 :§+§{E5 +gil?4 Bg = {$3,$1,$5}
o = 3 +§JI5 +§(E4
I, , Ly >0

Sulla colonna di z4 si puo riconoscere la condizione di illimitatezza: ~4 > 0, con
tutti gli iy > 0. Il programma (6)—(10) ha quindi S, # 0 ma Sei; = 0. Si pud
osservare che dalla riformulazione & immediato ottenere I’equazione parametrica di
un raggio lungo il quale la funzione obiettivo cresce indefinitamente:

4+1
T3 =—-+—-x
3= 3t 3o
11
T3T3M s
_2,2
{EQ—3 3$4

$4:t
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—2x14+2x9=0

T2 4 Ty

5 / 31’17I2:1

/ —r1+2x9 =1

5 4
—

/,12345
/

FiGURA 2. Risoluzione per via grafica dell’esercizio 2.

(Nota: corrisponde alla semiretta con origine in (z1 = %,.’L’g = %) e giacente sulla
retta di equazione —2z1 + xz2 = 0.)

(b) Operando graficamente si ottiene la rappresentazione di S, data in Figura 2.
La regione S, ¢ illimitata (in alto a destra), e la retta isocosto r puo essere spostata
nella direzione di crescita indefinitamente.

. La forma standard di (11)—(15) si ottiene introducendo una variabile di slack x4 e
due variabili di surplus x5, zg.

(1)  max 3z1 —x2 + 23

soggetto a

(12") 2x1 + T2 + x4 =6
(13" o + 2x3 — x5 =4
(14’) T — X3 — Xg = 3
(15’) ,Tl,...,l'GZO

Non avendo a disposizione una base ammissibile iniziale, € conveniente impostare
e risolvere il problema di prima fase utilizzando due variabili artificiali s1, s in-
trodotte nei vincoli (13") e (14’) rispettivamente.

max —sSp — So

soggetto a
2x1 4+ x2 + x4 =6
ZTo + 2x3 — T + S1 =4
T1 — T3 — Tg + 52 =3

T1y...,%6,81,82 20
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Si puo quindi applicare I'algoritmo del simplesso a partire dalla base iniziale By =
{‘T4; 817 52}'

max z=-—7 4x1+x9 +x3—T5 —Tg
Ty = 6 —21‘1 —x2
s1= 4 —xo —2x3 x5 By = {.174, 81, 52}
so = 3—1x7 +x3 +x¢
T1y,...,26,51,852 2 0
max z =-—4 —So+xo +2x3 —T5
4= 04259 —x9 —213 —2x4
s1= 4 —x9 —223 +25 By = {x4, 51,21}
T = 3 —S89 “+x3 +Tg
T1y,...,26,S51,852 2 0
max z=-4 +so —X4 —T5 —2T¢
3= 0 459 —%Jig —%$4 —T6
S1 = 4 —252 +x4 +5 +2176 BQ = {$3, S1, LL‘l}
= 3 —%962 —%ZM
T1,...,26,51,82 >0
max z = —2 —%81 —%x4 —%,Tg, —T
T3 = 2 —%81 —%IQ —|—%I5
s = 2—1s +izs +3as +a6 B3 = {x3,52, 71}
= 3 —%wz —%904
Ti,...,%6,51,52 >0

La base Bj risulta ottima per il problema di prima fase, con x5 =4, so = 2, 1 = 3,
e valore di funzione obiettivo z* = —2 < 0. Quindi il programma lineare (11)—(15)
non ha soluzioni ammissibili.

. Si perviene alla forma standard di (16)—(20) cambiando segno alla funzione obiettivo
e introducendo le variabili di slack x3, x4, 5 rispettivamente nei vincoli (17), (18)
e (19).

(16") max 2z + 32
soggetto a

(17) a1+ 2x2+ x5 =4

(18") = + 24 =3

(19" 2x9 +x5=3

(207) Z1, T2, T3, Ty, T5 >0

Partendo dalla base By = {x3, 4,25} si ottiene la riformulazione
max z =042z +3x9
r3 =4 —x1 —2T9
T4 =3 —11 By = {x3, x4, x5}
r5 =3 —2x,

LL‘l,...,,Tg,ZO
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F1curA 3. Risoluzione per via grafica dell’esercizio 4.

Avendo 3,72 > 0 la soluzione ammissibile di base corrispondente non ¢ ottima,
e conviene portare in base x3. La variabile uscente, determinata considerando il
rapporto minimo

min 1313
2292 2

risulta essere la x5 (I’elemento-cardine & evidenziato in grassetto). Si ottiene quindi

max z = % +2x4 —%x5

Tr3 = 1—11‘1 +xs

=3 —1 By = By U {z2} \ {25}
xgzg —%{E5
T1,...,T5 > 0

max z = % —2x3 +%x5

1= 1 —x3 +z5
4= 2 +x3—1zs By = By U{z1}\ {z3}
n-% o

T1,...,25 >0

e infine, portando in base la x5,

max z:%—%xg—%$4

1= 3 —Ty
5= 2 +x3 —X4 B3 = By U{zs} \ {74}

v =}~y i

$1,...,$520.

La soluzione x1 = 3, o = % risulta quindi ottima per il problema (16)—(20).

La soluzione ottenuta con metodo grafico e illustrata in Figura 3 — la retta
isoprofitto tratteggiata e riferita al programma in forma standard; si noti come
I'esecuzione del simplesso abbia prodotto la sequenza di vertici (0,0) — (0,2) —

(1.3) - (3.1). -

. La forma standard di (21)—(24) si ottiene introducendo la variabile di slack x5 nel
vincolo (22), e la variabile di surplus x4 nel vincolo (23).

(21) max 2rp — To
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soggetto a

(22/) —X1 —|— i) —|— I3 = 1
(23") T1 + 229 —x4 =2
(24) T1,...,04 >0

Dalla forma standard non ¢ immediata la derivazione di una base ammissibile (la
base {x3, 24} non & ammissibile). Si pud ricorrere al problema di prima fase per
determinare una soluzione ammissibile di base iniziale. E sufficiente una singola
variabile artificiale s1, aggiunta al vincolo (23'), per completare la sottomatrice
identita nella matrice del sistema.

max —Si
soggetto a
—r1 + 22+ T3 =1
T + 229 —T4+ 51 =2
:El,...,I4,8120

Il problema di prima fase cosi ottenuto ha una base ammissibile evidente By =

{CCg,Sl}.

max z=-—2+4x1 +2r9 —x4
3= 1421 —22
S1 = 2 —X1 —2562 +x4
T1y,...,24,81 > 0
max z =0 —S1

3 1 1
X3 =O+§JJ1 +§Sl —5%4
. P2 By = BoU{z2} \ {s1}
X9 :1—§$1 —581 —|—§{E4
Z1y...,24,81 20

Poiché il problema di prima fase ha un ottimo con valore nullo, segue che la base B,
& ammissibile per (21')—(24"). Si procede quindi partendo dalla base By, eliminando
la variabile artificiale s; e riformulando la funzione obiettivo (21’) rispetto a By:

1 1 5 1
z=2x1 — x93 = 221 — (1——901—1——:104) =—1+ -z — -24.

2 2 2 2
max z=-—1 —|—%331 —%x4
x3= 0 +%£L‘1 —%1'4
1 1
To = 1—51:1 +§JJ4
T1y...,24,81 ZO

max z =4 -5z +2x4
xr3 =3 —-3x2 +x4
BQ = Bl U {Il} \ {.TQ}
r1 =2—-2x9 +14
L1y Tdy S1 > 0
Nell’ultima riformulazione si osserva la condizione di illimitatezza v, > 0, agq, a14 >
0. Risulta quindi S, # 0, Soty = 0. La funzione obiettivo cresce illimitatamente
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lungo la semiretta

=24+t

.IQ:O >0
t .

$3:3—|—t -

£L'4=t



