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0.1 Introduzione

Questa tesi ¢ dedicata alla presentazione dell’insieme 0% (zero sharp), la cui
esistenza e indipendente dal sistema assiomatico ZFC. Interessante ¢ quindi
studiare il sistema assiomatico ZFC +30%, che & pil forte di ZFC. Osserveremo
anche che sono note teorie pit forti: 30% & un teorema dimostrabile nella teoria
ZFC +‘ Esiste un cardinale misurabile’.

Dedicheremo parecchio spazio — tutto il capitolo 1 — a richiamare concetti
che potrebbero essere o meno noti dai corsi di logica e di analisi. Questo in primo
luogo perche ritengo importante fissare le basi su cui si fonda la teoria; ma anche
perche mi risulta esistano molte convenzioni distinte in teoria degli insiemi, ed
¢ importante segnalare quelle da noi adottate.

I capitolo 2 ¢ dedicato quindi alla presentazione dell’insieme 07, la cui
definizione non ¢ immediata.

Nel capitolo 3 affronteremo lo studio di ultrafiltri normali e ultrapotenze
di modelli interni, e vedremo come essi siano legati all’esistenza di 0%.

Il capitolo 4 presenta quella che e chiamata teoria descrittiva degli insiems,
ed in particolare dimostreremo un risultato noto come teorema di assolutezza di
Shoenfield: grazie ad esso potremo scoprire che 0% non & un insieme costruibile.

Infine, il quinto capitolo & dedicato allo studio dei giochi infiniti: anche in
questo campo esistono proprieta dimostrabili solo grazie al nuovo assioma che
abbiamo introdotto.
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Capitolo 1

Preliminari

Diamo per noti gli assiomi e i fondamenti della teoria degli insiemi. Nel corso
della tesi indicheremo LST il linguaggio della teoria degli insiemi; ZF & la teoria
assiomatica di Zermelo-Fraenkel e ZFC la stessa dotata di assioma di scelta.

Questo primo capitolo & dedicato a richiamare alcuni argomenti di teoria
degli insiemi che saranno utilizzati.

1.1 Insiemi e classi

E bene ricordare cosa sia una classe nella teoria ZF. Essa ¢ semplicemente una
formula sintattica ® nel linguaggio LST. Se una classe A appartiene ad una
qualche classe B, cioe A € B, diremo che A ¢ insieme; chiameremo tutte le
altre classi classi proprie. La formula rappresentativa ® in effetti identifica la
classe

{z | & insieme A ®(z)}.

Quello che intendiamo far qui notare € che tutti gli altri possibili raggrup-
pamenti d’insiemi, non definibili tramite una formula, sono in generale esclusi
dalla trattazione. Tutte le volte che parleremo di una classe propria potremo
sempre pensarla come rappresentata da una singola formula.

1.2 1l linguaggio LST

Almeno all’inizio occorre ricordare che nel corso della tesi lavoreremo su due
piani distinti, quello matematico e quello meta-matematico.
Una formula
D(vy,...,0p)

del linguaggio LST non & un oggetto della teoria degli insiemi, bensi un ente
astratto — sintattico — che possiamo studiare ad un livello meta-matematico.
Ma mediante una codifica opportuna possiamo associare a ® un numero naturale

d="®(v1,...,0,)" € w;

diremo che ¢ ¢ il codice della formula . Tale codice puo essere poi studiato dal-
I'interno della teoria degli insiemi. A rigore, dovremmo distinguere addirittura
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tra il linguaggio sintattico LST ed il linguaggio oggetto "LST™ comprensibile dai
modelli della teoria, ma noi non faremo mai tale distinzione.

Passiamo ora sul piano matematico. E facile scrivere una formula che, preso
x insieme, dica ‘z é un naturale che codifica una formula LST’; indichiamo
Form linsieme definito da tale formula. Giacche lavoriamo all’interno della
teoria questo ¢ il meglio che si possa fare. Infatti, sarebbe comodo definire
Form’ C Form come l'insieme di tutte e sole le formule codificate T®7 ma
tale definizione non & certo esprimibile con una formula. Cio lascia aperta la
possibilita che un modello non-standard di ZF riconosca come formule degli
insiemi che non lo sono.

Indichiamo con Sent C Form l'insieme delle formule chiuse, o enunciati.
Chiamiamo poi teoria un insieme T C Sent qualsiasi, non necessariamente
chiuso rispetto alla conseguenza logica.

Tuttavia le teorie che studiamo sono piu semplici, definibili tramite una
formula esplicita; e spesso anzi sono teorie ricorsive, per le quali cioe esiste
un algoritmo che prende in argomento un elemento x € Sent e in un numero
finito di passi dice se x appartiene o meno alla teoria.

Una definizione alternativa — ma a mio avviso pili problematica — potrebbe
vedere una teoria T come una collezione (qualsiasi?) di formule sintattiche e
TT7 C Sent la sua codifica.

1.2.1 Altri linguaggi

LST non & I'unico linguaggio possibile. Noi pero consideriamo LST come I'unico
linguaggio sintattico; tutti gli altri linguaggi £ sono linguaggi oggetto definibili
dall’interno della teoria degli insiemi. Vale a dire, in generale un linguaggio £
sara un insieme composto di un numero finito simboli logici, pit una quantita
arbitraria di simboli relazionali, funzionali e di costante (questi ultimi in realta
potrebbero essere evitati perche le costanti sono funzioni di arieta 0):

L=SU{R;|icI}U{f;|jeJ}U{es|keK}

Indicheremo |£| = |I| 4 |J| + | K| + Xy la cardinalita di questo linguaggio.

Anche in questo caso parleremo impropriamente di codifica di formule, anche
se naturalmente le formule di £ sono gia insiemi per costruzione.

Anche in questo caso esistera una formula che preso un insieme x dice ‘z ¢
numero intero che codifica una formula di £’; e Form, & I'insieme definito da
questa formula.

1.3 Strutture

Diamo per noto il concetto di struttura e di modello. Riportiamo qui di
seguito alcune delle convenzioni che adotteremo nel corso della tesi.

e Str(L) & la classe propria delle strutture nel linguaggio £. Indichere-
mo M una generica struttura nel linguaggio £ e M = ||M]| il suo do-
minio. Talvolta ci serviranno strutture il cui dominio & classe propria;
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naturalmente esse non sono elementi della classe Str(£). Dove non diver-
samente specificato ci limiteremo a considerare strutture il cui dominio &
un insieme.

e Una struttura M € Str(LST) ¢ costituita di una coppia M = (M, E), in
cui M e il dominio mentre F C M x M e la relazione che corrisponde al
simbolo €. E per noi necessario che E sia almeno regolare ed estensionale;
talvolta la richiederemo anche ben fondata.

e Mod(T) ¢ la classe propria dei modelli della teoria T, dove la parola teoria
ha il significato espresso nella sezione 1.2, & un generico insieme di formule.

e Th(M) C Form, ¢ la teoria di M, intesa come l'insieme degli enunciati
soddisfatti da M.

Diamo per note anche le nozioni di morfismo, morfismo elementare, isomorfismo
tra due strutture, nonche I'equivalenza elementare. A queste funzioni aggiun-
giamo i morfismi X,,-elementari, morfismi che conservano le formule %,, (e quindi
I1,,) e quelle di complessita inferiore. Ricordiamo che vale:

7 ¢ isomorfismo

4

7 € morfismo elementare

4

Vn m ¢ morfismo X,-elementare

4

dn 7w & morfismo Y,,-elementare

¢

7 ¢ morfismo iniettivo

¢

7 & morfismo

e che 'esistenza di un morfismo elementare ¢ in generale piu forte dell’elementare
equivalenza.

Notazione. Scriveremo M < N per indicare che M ¢ sottostruttura di N,
oppure che esiste morfismo tra M ed N; M < N per indicare che M & sot-
tostruttura elementare di N oppure che esiste un’immersione elementare tra M

ed NV.
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1.3.1 Relativizzazione di formule

Sia M = (M, E) una struttura nel linguaggio LST, con dominio una classe qual-
siasi. Indichiamo M (v), E(x,y) le formule rappresentative delle due classi M

ed E. Sia poi ®(vq,...,v,) una formula. Allora
d(vy,...,v,)M

¢ la relativizzazione di ® alla struttura M:

=1, se ®ex=uy;
E(z,y), se ®exey;
M e { —(TM), se ® & ~;

(UMY A(OM),  sedeUAOB;
Ju(M(v) AN TM), se @ & Ful.

La definizione puo essere generalizzata al caso di formule in un linguaggio
L qualsiasi, anche se naturalmente in questo caso non lavoreremo sul piano
sintattico ma nel linguaggio oggetto. Tale generalizzazione sara necessaria —
ad esempio — per definire funzioni di Skolem in un linguaggio qualsiasi.

1.3.2 Soddisfazione di formule

Sia M = (M, €] M) € Str(LST) una struttura, ¢(vo,...,v,) € Form, f € “M.
Allora

MEolfl M)

€ una vera e propria formula di LST, che dice ‘Il modello M soddisfa la formula
ottenuta da ¢ sostituendo ad ogni variabile libera v; l'elemento f(i)’. Essa puod
essere definita mediante ricorsione; per la precisione, si definisce per ricorsione
una funzione

Sat(M, ¢, f) € {0,1}

e poi come formula (1) si sceglie la formula Sat(M, ¢, f) = 1. Il problema &
che la ricorsione € una costruzione giustificata solo se la relazione su cui si basa
& regolare, cosa che in generale non vale se M & classe propria. A noi invece
capitera spesso di lavorare con classi proprie M = ZF; in tal caso & possibile
definire soltanto delle formule meno ambiziose, ad esempio

MEnolf]  (2)
che esprime la verita limitata a 3,-formule ¢. Questo & in sostanza il teorema
di Tarski:

Teorema 1.1 (Tarski). Non esiste una formula T(v) di ZF tale che per ogni

enunciato o
ZF (o= T("o™)

Presa coscienza di tutte queste avvertenze, noi utilizzeremo liberamente la
sintassi (1) per classi proprie per comodita notazionale.

Anche il concetto di soddisfazione pu® essere generalizzato senza troppi
problemi a linguaggi £ arbitrari.
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1.3.3 Collasso transitivo

Richiamiamo brevemente alcuni risultati, per dimostrare i quali rimandiamo a
Kunen [3, §IIL1.5] e Devlin [2, §L.74+IL.5].

Lemma 1.2. Sia X una classe, E una relazione binaria su X.

1. Se E ¢ relazione regolare' e ben fondata su X, allora é ben definita la

funzione:
T: X -V
m(x) = {n(y) | yEx}
2. La sua 1mmagine M = 7"X ¢ classe transitiva e prende il nome di

collasso transitivo o collasso di Mostowski di X.
3. m € un morfismo, cioé

7 (X, E) — (M, €)

B

. Se inoltre E ¢ estensionale, m & un isomorfismo, cioé

7 (X, E)-"5(M, €)

5. Se X ¢ insieme lo & anche il suo collasso transitivo.

6. M é lunica classe transitiva tale che (X, E) = (M, €).

Il seguente corollario considera il caso particolare che E coincida con la
relazione di appartenenza €:

Corollario 1.3 (del Collassamento?). Sia X un insieme, € relazione esten-
stonale su X, cioé (X, €) soddisfa l'assioma di estensionalita. Allora:

1. 3M insieme transitivo tale che (X, €) = (M, €).

2. L’insieme M e lisomorfismo m : X—M sono unici; essi sono, rispetti-
vamente, il collasso transitivo e la funzione m del lemma 1.2.

3. SeY C X é transitivo, 7 [ Y =id | Y.

Lemma 1.4 (di Condensazione di Godel®). Sia X un insieme, § un ordinale
limite e

(X,€) <1 (Ls, €)
cioé¢ X sia immersione Xi-elementare di Ls. Allora (X,€) é estensionale,

dunque sono soddisfatte le ipotesi del corollario 1.3. In tal caso l’insieme M
del corollario 1.3 € L, per un opportuno o < 0.

INell’originale: set-like. Significa che le classi di equivalenza sono insiemi.
2Nell’originale Collapsing Lemma.
3Nell’originale: Condensation Lemma.
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Segue quasi immediatamente dal lemma 1.11. Il Lemma di Condensazione
¢ interessante solo per & > w, perche per ogni J si dimostra L, C X.

Proviamo quindi a mettere insieme i due lemmi, per scegliere una struttura
M con proprieta sufficientemente ‘buone’:

1. Sia E regolare, ben fondata, estensionale su X:

(X, E) = (M, €)

2. Sia inoltre (X, E) < (Ls, €). Ne segue (M, €) < (Ls, €) e quindi
(X,E) 2 (Lq,€)

per un « ordinale opportuno.

Ricordiamo infine il seguente:

Lemma 1.5. Se M e N sono modelli interni e j : M <1 N ¢& morfismo
Y1 -elementare allora:

1. j manda ordinali in ordinali e su di essi e crescente;

2. se M C N oppure M |= AC ed inoltre j non & ’lidentita, allora j | On™M
non é lidentita.

In particolare chiamiamo punto critico di j il minimo § tale che j(§) > 4.
3. j: M <, N per ognin.

Perd non possiamo concludere j : M < N perche M ed N sono classi
proprie.

1.3.4 Ultrapotenze

Notazione. Laddove non ci siano ambiguita per indicare una n-tupla (21, ...,2,) €
X™ scriveremo T € X.

Sia U un ultrafiltro su un insieme S, (M, | s € S) una famiglia di strutture
nello stesso linguaggio £. Per ora imponiamo che i domini M siano insiemi.
L'ultraprodotto P = [[,, M, ¢ la struttura cosi definita:

e Il sostegno e l'insieme prodotto Hse ¢ M, considerato a meno di equiv-
alenza:

Vige[[Ms fr~ge{seS|f(s)=g(s)}eU

seS

1UIMS = {[f]U | f € HMS}

ses

dove con [f]y intendiamo la classe d’equivalenza della funzione f.
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e Per ogni simbolo relazionale R di L,
P, —
R ([flv) & {s€ S| M, = R(f(s))} €U
e Per ogni simbolo funzionale f di £,

FP([flo) = lglv & {s € S| M, = F(f(s)) = g(s)} € U

ossia anche

FP([flv) = (EM(f(s) | s € S)u-
e Per ogni simbolo di costante ¢ di L,

7= (e

C S € S>]U

Interessante ¢ il caso in cui tutte le strutture M, coincidano — le indico tutte
M; in tal caso l'ultraprodotto prende il nome di ultrapotenza ed e indicato
anche °M /U.

Ricordiamo il teorema fondamentale degli ultraprodotti:

Teorema 1.6 (Los).

[[M Ee(fle) & {se€S|M = p(f(s)} el

Corollario 1.7. Indichiamo c, la funzione su S che vale costantemente x.
Allora M < M /U associando ad ogni punto x € M la classe [c.]u-

1.3.5 Funzioni di Skolem

Sia M una struttura in un certo linguaggio £, di dominio una classe qualsiasi
M, e sia R un buon ordine su M. Sia poi ¢(vo, .. .,v,) una formula. La funzione
di Skolem di ¢ in M, secondo il buon ordine R, ¢&:

AT Y O Vi
(x o) 0 se —JweM Muw,z,...,2,]
Lyeeesin t se t=ming{w e M | pMw,z1,...,2,]}

H(M) = {hy | ¢ formula di L} & I'insieme delle funzioni di Skolem in M; la
chiusura di Skolem di un sottoinsieme X C M & la chiusura rispetto ad H(M):

Cliga (X) = {h(F) | h € H(M), % € X};

Non sono necessari elementi oltre questi perche H(M) ¢ gia chiuso rispetto alla
composizione funzionale.

Laddove non ci siano ambiguita indicheremo semplicemente h, anziche hﬁ”‘:
molto spesso infatti sara M = L, la classe dei costruibili, ed R = <, il buon
ordine naturale su L.

La principale applicazione delle funzioni di Skolem e il seguente:
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Lemma 1.8 (Lowenheim-Skolem all’ingin). Sia M = (M, ...) una struttura in
un certo linguaggio £, X € M. Indico N' = (Clya(X),...). Allora:

N < M.

Questa ¢ la piu piccola sottostruttura elementare di M contenente X nel suo
dominio. La cardinalita del dominio é

| X| <[ Clgany (X)) < [ X[+ [£]

In particolare se X ¢ infinito e il linguaggio ¢ numerabile | Clg g (X)| =
RYE

1.3.6 La classe dei costruibili
Ricordiamo alcune definizioni.

Definizione 1.9. Sia B = (B, E) € Str(LST), P C B. Un sottoinsieme X C B
si dice definibile a parametri in P se esiste una formula ¢(vo,...,v,) ed
esistono parametri p' € P tale che

X ={zeB|BE gl i}
Indichiamo poi:

defp(B) := {X C B | X ¢ definibile in B a parametri in P}
def(B) := defp(B)

Definizione 1.10. La classe dei costruibili ¢

L= U La,

a€On
dove:
Lo = 0
La+1 = def(La)
L‘S = Ua<6 LO‘

Diamo per note le proprieta basilari di L; richiamiamo solo quelle che ci
servono strettamente.

Su L esiste un buon ordinamento ‘naturale’; inoltre, se § € un ordinale limite
non numerabile, tale relazione & assoluta tra L e tutti gli Ls:

Vo,y € Ls (L = 2<py) < (Ls = 2<ry))

Ci sara utile il seguente:

Lemma 1.11. Esiste un enunciato og di LST tale che per ogni classe transitiva
N

(N, €) =09 sse (N =L oppure N = L., per v > w ordinale limite) .

per la dimostrazione del quale rimandiamo a Devlin [2].
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1.3.7 Linguaggi e strutture di ordine superiore al primo

Per linguaggio di ordine r intendiamo un linguaggio £ costituito di piu tipi
di variabili: le chiameremo wvariabili di tipo i per 0 < ¢ < r, e le indicheremo
v!. Le variabili non possono essere confuse tra loro: se D ¢ il dominio di una
struttura di £, le variabili di tipo 0 variano in D; le variabili di tipo 1 variano
in #(D); le variabili di tipo 2 variano in Z(Z(D)); e le variabili di tipo i
in generale variano in 27*(D), dove con &' intendiamo literazione di i volte
loperatore &2. Spesso le variabili di tipo 0 sono dette individuali, e D & detta
specie degli individui; quelle di tipo 1 sono relazionali, e £ (D) & la specie
delle relazioni.

Ulteriori generalizzazioni — che noi non contempliamo — prevedono 1’e-
sistenza di piu tipi di variabili individuali, ciascuna che varia entro una specie
individuale differente.

Essendo le variabili di specie diverse, sono necessari anche quantificatori
distinti per ogni specie: li indicheremo V°,...,v" 1 e 30 ... 371,

Possiamo dare due costruzioni diverse per una struttura di ordine r.
Nel primo caso, usiamo come universo della struttura 'unione disgiunta di
7 universi:

U=DuZD)u...u? (D)
M:<U,D,D1...,DT_1,...>

Gli r simboli che seguono U sono relazioni unarie che permettono di deter-
minare in ogni momento a quale specie appartiene un determinato oggetto. In
questo modo i simboli 3* sono solo delle abbreviazioni:

Fap = Jz(Dyi(z) A @)

Si presentano perd alcuni inconvenienti: occorre convenire che le variabili v},
possono variare solo sui rispettivi domini; inoltre una qualsiasi funzione sugli
individui risulta essere una funzione parziale sull’insieme universo.

Noi scegliamo quindi la seconda rappresentazione: ci sono r universi dis-
tinti, che sono D,..., 2" (D); ciascuna delle variabili di tipo i pud variare
solo all’interno del proprio universo 2°(D). Per ogni funzione o relazione di-
venta necessario specificare a quale specie appartengono i suoi argomenti; ma
un vantaggio e che una funzione totale su D continuera ad essere vista come
una funzione totale.

M=(D,..., 2" YD),...)

1.3.8 Complessita di formule di ordine superiore al primo

In un linguaggio del primo ordine possiamo classificare le formule secondo la
gerarchia di Levy; vorremmo generalizzare tale classificazione a linguaggi di
ordine qualsiasi.

Sia dunque £ un linguaggio di ordine r, con variabili e quantificatori di
tipo 0,...,7 — 1. Sia m < 7 un numero naturale. Chiamiamo limitato un
quantificatore di tipo 0 (individuale) della forma V°z° € u°(...).
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e Una formula ¢ Af* o Xf* o II* se contiene variabili di tipo massimo m,
quantificatori di tipo massimo m — 1, ed eventualmente quantificatori di
tipo 0 limitati.

o In particolare una formula AJ puod contenere solo variabili di tipo 0 e i
suoi quantificatori devono essere limitati; quindi tale formula & Ay.

e Una formula & X7 ; se ¢ della forma

e L TR L R T
dove ¢ e II7".

e Una formula ¢ II7}, | se ¢ della forma

MALE TIRR A R T)
dove ¢ € X7,

e In pratica una formula 37" o II'" & composta di una successione di n
blocchi alternati di quantificatori di tipo m, seguita da una formula A

o A™ = ¥m A,

Si dimostra facilmente che
1. La negazione di una formula II”" & X7 e viceversa.

2. Ogni formula ¢ equivalente ad un’altra in forma normale:

Qiz1 ... Qrard

in ¢ & formula AJ, ma due quantificatori successivi non sono necessari-
amente diversi. Inoltre non si dice nulla sul tipo di questi quantifica-
tori. Segue che ogni formula ¢ e equivalente ad una che rientra nelle
catalogazioni precedenti.

Con un numero sufficiente di assiomi — ad esempio nella struttura che
chiameremo A% — si pud dimostrare anche che:

1. Ogni formula e equivalente ad un’altra in una seconda forma normale:
m,.m m,.m 0,.0 0,.0
QT z"...Q x ...... Q27 ... Qjx;

in cui due quantificatori successivi sono diversi, 1 ¢ formula AJ. (Ho
contratto i quantificatori nella forma normale e li ho ordinati per tipo).

2. Di pit: se ci sono quantificatori funzionali, i quantificatori individuali
possono essere ridotti ad un solo quantificatore; ma chiariremo questa
proprieta in seguito.
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1.4 Proprieta dell’insieme perfetto

Puo esserci utile richiamare la cosiddetta ‘proprietd del (sotto-)insieme perfet-
to’?, che indicheremo per brevita p.s.p.. Si confronti Kanamori [I, §11] oppure
Cantor [4], del quale perd mi risulta esista solo la versione originale tedesca.

Definizione 1.12. Se S e uno spazio topologico e A un suo sottoinsieme,
diciamo che A ¢ perfetto se ¢ privo di punti isolati.

Definizione 1.13. Chiamiamo spazio polacco uno spazio separabile comple-
tamente metrizzabile.

Proposizione 1.14 (Cantor). Se S & spazio polacco e A un sottoinsieme per-
fetto non vuoto, si puo iniettare in modo continuo in A lo spazio di Cantor “2;
e dunque A contiene almeno 28° punti.

Definizione 1.15. Diciamo che uno spazio polacco S gode della p.s.p. se, preso
un qualunque sottoinsieme A C S, o & numerabile o contiene un sottoinsieme
perfetto.

Siamo interessati al caso S = R. Se R godesse della p.s.p. potremmo dedurre
che ogni suo sottoinsieme ha cardinalita w oppure 2* e dunque varrebbe CH;
questo ci conferma che non si pud dimostrare in ZFC che R goda della p.s.p..
Si puo anzi dimostrare il contrario:

Proposizione 1.16. FEsiste un insieme A C R che non contiene lo spazio di
Cantor ed il cui complementare non contiene lo spazio di Cantor. Quindi, R
non gode della p.s.p..

Di piu, questa proprieta vale per ogni spazio polacco piu che numerabile.

In realta lavoriamo solo su due spazi polacchi, lo spazio di Baire “w e lo
spazio di Cantor “2, perche si dimostra che tutti gli altri sono riconducibili
in qualche modo a questi.

1.5 Clubs

Ricordiamo per il momento solo la seguente definizione:

Definizione 1.17. Per un cardinale &, un insieme C' C x ¢ club (closed un-
bounded) se ¢ illimitato in k ed & chiuso nella topologia ordinale di x; vale a
dire, contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

Lo studio dei club sara affrontato nei capitolo 3, ma incontreremo alcuni
club gia nel prossimo capitolo.

1.6 Colorazioni
Definizione 1.18. Siano A e C insiemi, 7 un ordinale. Chiamiamo col-

orazione una funzione
f:[AY = C

4Nell’originale: perfect set property.
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dove [A]" = {xz C A | ot(x) = ~}.
Chiamiamo poi omogeneo un sottoinsieme B C A tale che f | [B]” sia
costante.

Un problema che si pone molto spesso € trovere un insieme omogeneo che
sia anche grande in un qualche senso. A noi bastera il seguente:

Teorema 1.19 (Teorema di Ramsey infinito). Sia A un insieme infinito, k,n
numeri interi, f : [A]¥ — n una colorazione.
Allora esiste un insieme B C A infinito e omogeneo per f.

Il teorema generalizza il principio dei cassetti, al quale si riduce per k = 1.

Un secondo teorema analogo che useremo e il 3.20, nel quale per misurare
la grandezza non si usera piu la cardinalita ma piuttosto ’appartenenza ad un
dato ultrafiltro.

Una migliore trattazione dell’argomento affronta lo studio delle proprieta
di partizionamento, per le quali rimandiamo a Kanamori[l, §7]; ma nello
specifico di questa tesi non saranno necessarie.

1.7 Cardinali indescrivibili

Introduciamo qui il concetto di cardinale indescrivibile, che utilizzeremo soltanto
per dimostrare un teorema riguardante 0%. La seguente definizione richiede in
realta la nozione di formula 37", che diamo qui per nota ma che sara enunciata
meglio in seguito.

Definizione 1.20. Siano m,n € w. Diciamo che un cardinale « & ¥7'-indescrivibile
(risp. II"-indescrivibile) se per ogni X"-enunciato o (risp. II7-enunciato o)

Vi€, Ry o =3a<k (Vo,e, RNV,) Eo

In altre parole, non c’¢ alcun alcun X-enunciato (o II7-enunciato), neanche
con una relazione aggiuntiva R C V), che caratterizza (V,;, €).

Diciamo che x ¢ totalmente indescrivibile se ¢ II7'-indescrivibile per ogni m
ed n.

Lemma 1.21. Supponiamo k inaccessibile, R C V, una relazione unaria.
Allora
{a<k| Vo, €,RNV,) < (Vi,€,R)}

e club in k.

Dimostrazione. E immediato che sia chiuso, perche 'unione di una successione
di sottostrutture elementari ¢ ancora sottostruttura elementare.

Per dimostrare che ¢ illimitato, fissiamo «g < k. Definiamo ricorsivamente
oy, nel seguente modo:

apt1 = min{f > ay, | Yy1,. ..y € Vo, Vo € Form
(Ve €, R) E Fvp(v,y1,.. . ye) = Fo € Vg (Vi €, R) = (@, 41, -, yk))}
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Induttivamente osserviamo che tutti gli a,, sono minori di x: infatti esso
¢ inaccessibile, quindi |V,, | < &, quindi per regolaritd questi 5 non possono
raggiungere k.

Poniamo poi « := sup{a, | n € w} < Kk per regolarita. Per costruzione, ap-
plicando il criterio di Tarski-Vaught, (V,,, €, RNV,) & sottostruttura elementare
di (V,, €, R). O

Teorema 1.22 (Hanf-Scott).

(a) Un cardinale ¢ 3} -indescrivibile sse ¢ 11, -indescrivibile.

(b) Un cardinale ¢é fortemente inaccessibile sse é %1-indescrivibile.
Dimostrazione.

(a) Basta dimostrare I'implicazione <. Sia ¢ enunciato ¥}, |, ciot equivalente
a ay(x);
(Vi,€,R) Eo & 3SCV,.(V,, € R) =u(S)
che & enunciato aggiungendo il simbolo S:
38 C ViV, €, R, S) = 4(S5)
IS CV, Ja < k(Vy, €, R, S) = 9(5)
per II}-indescrivibilita; quindi:
< dJa<k(Va,e,R)Eo

t e

(b) Per (a) ci basta dimostrare che x € Card ¢ inaccessibile sse ¢ II}-indescrivibile.
Ma IT} = A}, significa che le formule considerate non possono contenere
quantificatori di tipo > 0. Dimostriamo qualcosa di pit: x & inaccessibile
sse esiste un a < k per cui (V,, €, RNV,) < (V,;, €, R).

=) Segue dal lemma 1.21.

<) Chiaramente £ > w; altrimenti dovrei trovare una sottostruttura V,, <
V., il che & assurdo perche V,, ¢ infinito ma V, no.
k deve essere regolare: altrimenti, fissiamo una funzione cofinale F :
8 — Kk con B < k. Poniamo R = B U F, e troviamo per ipotesi
(Vo €, RN V) < (Vi, €, R). B & definibile da R, quindi deve stare
anche in V,; e pertanto F' e definibile in V,,. Ma d’altra parte F' ha
immagine x, quindi non puo stare tutta in V,, L.
Infine, k ¢ fortemente limite; altrimenti, fissiamo un cardinale \ < k
tale che 2* > k. Poi fissiamo G : Z(\) — k suriettiva, e R = {\ +
1}UG. Come prima, troviamo « per cui (V,, €, RNV,) < (Vi, €, R),
dev’essere A + 1 € V,,. Ma allora anche #(\) € V,, mentre G non
puo stare tutta in V,, L.

O
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Capitolo 2

La definizione di 0 Sharp

In questo capitolo seguo approssimativamente la presentazione di Kanamori [1,
§9]; alcune dimostrazioni sono invece tratte da Devlin [2, §3-5].

2.1 Indiscernibilita e caratteri

Definizione 2.1. Siano M = (M, ...) una struttura in un certo linguaggio £,
X C M, e sia < una relazione di ordine totale su X. (X, <) & detto insieme di
indiscernibili per M se per ogni formula ¢(vy,...,v,) in £ e per ogni coppia
dinwuplez; <...<zpey; <...<ypin X,

M ':(p(xlv"'vxn)<:>M ':(p(yla-'-ayn)

I suoi elementi saranno detti indiscernibili per la struttura M.

Il concetto di insieme di indiscernibili risale ad Andrzej Ehrenfeucht ed An-
drzej M. Mostowski, ed era legato allo studio di modelli aventi un grande numero
di automorfismi.

A priori non sappiamo se un insieme di indiscernibili esista o meno in una
data struttura M. Vale pero la seguente:

Proposizione 2.2 (Ehrenfeucht-Mostowski). Sia T una teoria in un certo lin-
guaggio L con almeno un modello infinito, e X un insieme totalmente ordinato.

Allora IM € Mod(T) tale che X & nel suo dominio ed X ¢ un insieme di
indiscernibili per M.

Dimostrazione. Espandiamo il linguaggio mediante i simboli di costante c;, uno
per ogni elemento x € X:

L'=LU{c, |z e X}
Espandiamo poi la teoria:

T:=TU{c, #¢, | z,y € X,z #y}U
U{p(cays---rCan) S @(Cyys---s 0y, ) | @ formula di £
ANpy < .ooo < Tiyy1 < ..o <ym € X}
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Ci basta dimostrare che T & teoria consistente, cio¢ soddisfacibile. A questo
scopo utilizziamo il teorema di compattezza: dimostriamo che sono consistenti
tutte le sotto-teorie finite di 7. Ne fissiamo una, 7", nella quale compaiano
soltanto m simboli di costante ¢y, ,...,cs,, € n formule ¢4,..., ¢, prefissate.

La teoria T ammette modelli infiniti: ne prendiamo uno, che indichiamo M.
Fissiamo poi un insieme numerabile A = {a; | i € w} sottoinsieme del dominio
[M]]. Definiamo poi

f: A — ™2
a = (T(p(a)),. .., T(en(a)))

dove T & la funzione che assegna il valore di verita secondo M:

0 se M~ p;(a)

T@M»=L R

Grazie al teorema di Ramsey 1.19 troviamo B C A infinito (cioé numerabile)
ed omogeneo: significa che gli elementi di B sono ‘indiscernibili’ se ci limitiamo
a considerare solo le formule ¢1,. .., @,:

MEgj(xy,...,xr) & ME@WL - yk)

ogni volta che 1 < ... < zp,y; < ... < yi stanno in B.
Consideriamo ora un’espansione del linguaggio L:

L'=LU{cs, Cu, }

e consideriamo un’espansione N di M in £” in cui si interpretano i nuovi sim-
boli di costante come m elementi qualsiasi — purche in ordine crescente — di
B. Grazie alle osservazioni precedenti, N soddisfa la teoria T'; dunque T &
finitamente soddisfacibile, e quindi soddisfacibile.

O

Definizione 2.3. Sia £* = LSTU{c¢;, | k € w} un’estensione numerabile del
linguaggio LST; sia § > w un ordinale limite. Ipotizziamo che L; sia dotato di
un insieme numerabile di ordinali indiscernibili X € On’? e sia (2 | k € w) la
sua enumerazione crescente. Sia infine M = (Ls, €, x)kew € Str(L*).

Allora chiamiamo carattere' la teoria

T =Th(M) Cw

nel linguaggio £*.
Indichiamo in tal caso T~ la sua restrizione al linguaggio L.

Osservazione 2.4. Un carattere € una teoria completa.
Osservazione 2.5. Tutti i modelli di 7" sono infiniti.

Osservazione 2.6. Se M € Mod(T') allora M = Ls.

INell’originale: EM-blueprint, dove EM sta per Ehrenfeucht-Mostowski e blueprint significa
letteralmente cianografia.
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Osservazione 2.7. E possibile che Ls abbia un insieme pit che numerabile
di indiscernibili X/, con X C X’; in tal caso potremmo pensare di estendere
ulteriormente il linguaggio con un simbolo di costante per ogni elemento di X".
Tuttavia per definizione di indiscernibilita la restrizione al linguaggio L* sarebbe
la stessa.

Lemma 2.8. Supponiamo T un carattere e sia T~ la sua restrizione al linguag-

gio LST.
1. Per ogni oo € On esiste una struttura Mo = (Mo, Eq, ...) € Str(L*) t.c.

(a) My & modello di T ;

(b) M,, possiede un insieme di indiscernibili X, C (On)™e di tipo
d’ordine o secondo My;

(c) per ogni xg < ... < x, in X, e per ogni ¢ € Form,
Ma }ZQD[QTQ,...,I}J And T':@(C()a"wcn);

(d) Clg,)(Xa) = My

D’ora in avanti indichiamo M, un modello siffatto, X, il suo insieme di
indiscernibili e {x? | € < a} UVenumerazione crescente di X,. Per essere

pit rigorosi — ma pedanti — dovremmo invece indicare ML e XT.

2. Se a < B, allora esiste un’immersione elementare M, < Mg.

M

Possiamo scrivere esplicitamente un’immersione nel sequente modo. Sia
r: Xo — Xp una qualsiasi funzione crescente; allora

T My — Mg

ho(z$,...,2%) —  hy(r(zf),...,r(z%))
e morfismo elementare che estende r.
8. Il modello M., ¢é unico a meno di isomorfismo.

4. Siaaﬁﬂ,X’:{foEOz}gXﬁ,

N = (Cly(pm,)(X'), €, 2 hew € Str(LY)
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Allora N = M, con insieme di indiscernibili X'. Inoltre possiamo costru-
ire un’immersione non banale N' < Mg scegliendo

r: X' — Xz

funzione crescente ma diversa dall’identita, ed estenderla come nel punto
2.

Osservazione 2.9. Ricordiamo che la cardinalita dei modelli ¢
‘on| S |Ma| § |Xa| +NO

per il lemma 1.8. In particolare sara Rg se « € finito (perche tutti i modelli sono
infiniti) e || in ogni altro caso.

Osservazione 2.10. Il punto (1d) equivale a dire che ogni elemento di M, &
definibile in M, con parametri in X,. In particolare, ogni formula [y1, ..., Y]
con yi,...,Yn € My equivale ad un’opportuna [z, ..., 2y,] con z1,..., Ty €
X4; anzi, possiamo scegliere 1 < ... < x,.

Dimostrazione.

1. Iniziamo a costruire M € Str(LST) che soddisfi i punti (1a) e (1b): 'e-
sistenza di questo modello & un corollario della proposizione 2.2. Infatti,
per definizione di carattere, T" ha un modello infinito Ls; posso scegliere
ad esempio X, = a e trovare un modello M di T di cui « ¢ insieme di
indiscernibili.

Per soddisfare anche (1c¢) possiamo estendere la struttura da M a M’ €
Str(L£*) interpretando i simboli ¢, come i primi w elementi di X,.

Infine, come M, scelgo la chiusura di Skolem di X, che & sottostruttura
elementare di M’ (cfr. lemma 1.8) e rispetta anche la richiesta (1d).

2. Ci occorre dimostrare che r : M, — Mg € ben definita ed & un morfismo
elementare.

Consideriamo la formula

hy(vo, ... vn) = hy(Vng1,- -+, Untm)

Grazie all’osservazione 2.10 possiamo limitarci a parametri z¢g < ... <
ZTnt+m 0 X,. Nei seguenti passaggi uso la condizione (1c):

Mo = hplzo, .. xn] = hy[Tni, .o Togm] &

ST E=hy(co, ... en) = hy(Cntt, - Cnam) &

& Mg E holr(zo), ..., r(@n)] = hyp[r(Tnt1), - 7 (Tngm)]
e dunque le due diverse scritture dello stesso elemento portano alla stessa
immagine.
Infine per costruzione 7 preserva tutte le formule: Vzg < ... < x,, elementi

di X,

Ma ': @[$0,...,$n] < T ): ¢(CO7' ..,Cn) A Mﬁ ': SD[T(IO))"'?T(:'ETL)}'
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3. Applichiamo il punto precedente prendendo o = fer : Xo——X 3 isomor-
fismo; allora anche 7 : M,—— Mg & isomorfismo. Infatti sappiamo gia
che 7 & morfismo elementare, e dunque iniettivo; e la suriettivita & palese
perche in questo caso e suriettiva r.

4. Sappiamo che N' < Mg, ed inoltre N ha un insieme di indiscernibili di
ordine «, quindi per 'unicita dei modelli deve essere M,,.

Resta da dimostrare che il morfismo 7 : N' < Mg & non banale; ma se 7
fosse I'identita lo stesso dovrebbe accadere ad r, che ¢ la sua restrizione
su X'.

Notiamo infine che una siffatta r non identica esiste perche ot(X’) <
Ot(Xg).

O
Notazione. D’ora in avanti adottiamo ipotesi e notazione del lemma 2.8.1.

Introduciamo ora, una alla volta, tre condizioni basilari per un carattere;
dimostrando smodata fantasia le indicheremo (I), (1), (III).

Quello che dimostreremo & che (se esiste) il carattere che soddisfa queste
proprieta € unico.

2.2 Caratteri ben fondati

(I) YVa < w1 (M, & ben fondata);
Chiameremo ben fondato un carattere T’ che soddisfi la condizione (I).

Osservazione 2.11. Un isomorfismo tra strutture conserva la ben fondatezza;
quindi fissato a I’espressione ‘M, € ben fondata’ si riferisce a tutti i modelli
M, possibili.

La limitazione ‘< w;’ nella condizione (I) & chiarita dal seguente:

Lemma 2.12. Va € On(M,, ¢ ben fondata) & Yo < wi(M, ¢é ben fondata).”

Dimostrazione. Una implicazione ¢ banale; dimostriamo solo la direzione <.
Immaginiamo per assurdo che esista un modello M, non ben fondato, con
a > wy. Sia quindi (@; | ¢ € w) una successione infinitamente discendente:
a;11FEa;. 11l modello € chiusura di Skolem dei suoi indiscernibili:

_ (#) (@) ;
a; = hye (xl ,...,mar(@(i>)71> , 1E€w

per opportuni indiscernibili zg.z). Considero I'insieme

{20 1 € w,3i) < ar(p) }

di tutti questi indiscernibili, e osservo che ha tipo d’ordine 8 < wy; poi considero
la sua chiusura di Skolem N < M, e anch’essa non & ben fondata perche
contiene gli a;. Ma N' = Mg per l'unicita dei modelli, e Mg ¢ ben fondata per
ipotesi, L. O

2Equivale anche a: Jo > w1 (Maq & ben fondata), cf. Devlin.
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Lemma 2.13. Sia T un carattere che soddisfa (I); allora per ogni « esiste
un modello M, transitivo. Tale modello transitivo é (L., €) per un opportuno
ordinale limite ~.

Dimostrazione. Basta applicare il lemma 1.2 e quindi, ricordando che M,
T~, per il lemma 1.11 deve essere un qualche L. O

Questo lemma, purtroppo non ci dice nulla circa il valore di v in funzione di
a.

Proposizione 2.14. Se esiste T carattere che soddisfa (1), allora P(w)t &
numerabile. Seque che V # L.

Dimostrazione. Consideriamo o = w;. M, = L, per un opportuno limite
v > wi. Inoltre ricordiamo che 2 (w)t € L+, quindi 2(w)l C L,.
Sia dunque a € Z(w)*, a € L., ¢ esprimibile mediante una funzione di

Skolem a = hy(2o,...,z,) applicata agli indiscernibili o < ... < @, di X,.
Se indichiamo (z; | @ € w) i primi w indiscernibili, allora a = hy[zo, ..., z,] =
hylzo, . . ., 2n] ed esistono soltanto una quantita numerabile di formule di questo
tipo.

Ne segue che esistono solo una quantitd numerabile di insiemi a € 2 (w)*;
tutti gli altri elementi di &?(w) non sono costruibili, e dunque V # L. O

2.3 Caratteri cofinali
(II) Se ¢(vg, - ..,vy,) € una formula, allora T' contiene 1’enunciato:

he(co,y ..oy en—1) € On = hy(co, ..., n-1) < Cn;

Chiameremo cofinale® un EM-blueprint che soddisfa (II).

Osservazione 2.15. Cerchiamo di capire cosa comporta (II).
A partire dalle costanti cg,...,c,_1 non posso costruire alcun ordinale su-
periore a cy,:
CIH(M)({C(), ey Cn—l}) NOn C ¢,

e non posso neanche costuire insiemi di cardinalita o rango superiori a ¢, ; infatti,
se hy(co, ..., 1) € M, considero le formule

P(t, o1, )0 t=lhg(vr, ..., v,)]

x(t,vi,...,0n) 0 t=rank(hy(vi,...,v,))

risultano hy(co, ..., cn-1) < cn € hy(co, ..., Cn-1) < Cp.

C’¢ un’altra caratterizzazione:

Lemma 2.16. Sia T un carattere. T soddisfa (II) sse Yo > w ordinale limite,

M, E (X4 ¢ cofinale).”*

3Nell’originale, cofinal; credo sarebbe pill opportuno tradurre con illimitato.
4Equivale anche a: Ja > w ordinale limite, M |= (X4 & cofinale), cf. Devlin.
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Dimostrazione.

=) Sia per assurdo y € On™e un maggiorante per X,. Sia inoltre v =

hylxo, ..., Tn_1], glacche M, & chiusura di Skolem di X,. In quan-
to maggiorante, v = hy[Zo,...,2Zn—1] > T, per ogni z, indiscernibile
maggiore dei precedenti, e dunque hy/(co,...,cn—1) > ¢,. Ma per (II)
hy(coy ..y Cn1) < Cpn, 1 due fatti sono in contraddizione.

<) Sia hy(co, ..., cn—1) € On, dimostriamo che & < ¢,. Fissiamo un certo mod-
ello M,, e degli indiscernibili z, . .., z,_1; sia quindi & = hy[zo, ..., Tp_1].
Giacche X, e cofinale possiamo fissare un indiscernibile y maggiore di
x e di tutti gli indiscernibili precedenti; dunque hy[zo,...,Tn—1] < y €
he(co, ... cno1) < Cp.

O

2.4 Caratteri notevoli
(IIT) Se ¢(vg,- .-, Umint1) € una formula, allora T contiene 1’enunciato:
hqﬁ(COa R Cm+n) < Cm = hqﬁ(COa ) Cm+n) - h¢(007 o Cm—1,Cm4n41y-- -y Cm+2n+1)-

La condizione (III) viene detta condizione notevole e dunque un carattere
¢ notevole se la soddisfa.’

Osservazione 2.17. Per indiscernibilita, (III) equivale a:

hg(co,s - Cman) < Cm = he(co, - Cman) = ho(Cos s Cme1.Chys - v Chipsy)

dove m < k; <...<kpt1.

Lemma 2.18. Sia T un carattere che soddisfa le condizioni (II) e (III). Siano
a < (B ordinali, di cui o ordinale limite. Poniamo — come nel lemma 2.8.) —

X' ={z{|¢<a}CXg, N =Clyp,)(X)
Allora — per il suddetto lemma 2.8./ — N = Mg. Inoltre vale:
On™ = on™s N2l

Dimostrazione. Gli ordinali di N devono essere anche ordinali di Mg. Osservi-
amo che allora
onV - OnM& me

perche se per assurdo ce ne fosse uno piu grande esso sarebbe anche piu grande
di tutti gli indiscernibili di X’, in contrasto con (II).

Resta da provare I'inclusione inversa. Sia z € On™? N 28, Per costruzione
esiste una formula di Skolem tale che z = hylko, ..., kn,lo,...,{n]. Abbiamo
diviso i parametri in due gruppi: quelli che stanno in X’ (indicati k;) e quelli
maggiori (indicati [;). Per (IIT), gli ultimi m parametri sono ininfluenti e possono

5Nell’originale: remarkable condition e remarkable EM-blueprint.
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essere scelti arbitrariamente purché > k,,: noi li scegliamo minori di z (esistono
perche esso ¢ ordinale limite), dimostrando cosi che

x = hylko, s knim) € O0V.
O

Lemma 2.19. Sia T un carattere che soddisfa (I1I) e (II). Allora Vo > w limite
X, ¢ club in On™Me.

Dimostrazione. Per il lemma 2.16 sappiamo gia che X, ¢ illimitato. Ora vogliamo
dimostrare che se 8 < a ¢ limite allora sup{z¢ | { < 8} = z§.

Mg

N

Essendo § limite, la chiusura di Skolem di {z¢ | { < B} (che chiamo N) &
isomorfa a M, e per il lemma 2.16 gli indiscernibili {ag | £ < B} sono illimitati

in OV, Infine applico il lemma 2.18: onV = oM Nzj, quindi il limite &
proprio z3. O

2.5 Zero sharp

Il lemma seguente ¢ un relativo miglioramento rispetto al lemma 2.13: da
un’indicazione circa il valore di .

Lemma 2.20. Sia T un carattere che soddisfa (1), (II), (III). Siano w < a < 8
ordinali, di cui o ordinale limite. Siano M, ed Mg i modelli previsti dal lemma
2.8, con insiems di indiscernibili X, e Xg. Grazie al lemma 2.13 possiamo
scegliere My = L, ed Mg = Ls.

Siano poi X' C Xg e N < Mg come nel lemma 2.8.4. Allora:

NZMQZ<LI(€,€,...>.

In altre parole, se ci limitiamo a studiare i modelli transitivi, gli insiemi X,
sono ‘compatibili’: per ogni o < [ ordinali limite, X, C Xg e 'unico modello
transitivo per av ¢ L 5.

Dimostrazione. Sappiamo gia che N = M. Quindi ci occorre dimostrare che:

1. anche N < Mg ¢ classe transitiva, e quindi ¢ un opportuno Ls < L.;

2. 6 =ab.
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Posso ottenere i due risultati contemporaneamente mostrando che onV =
22, Per il lemma 2.18, On" = On™M» Nz2. Ma il modello Mg & transitivo,
quindi On™# Nzf = 28, O

Notazione. Grazie al lemma possiamo definire senza ambiguita
I:= U X, COn
~ ordinali limite

sottintendendo che stiamo scegliendo sempre e solo i modelli M., transitivi. I
¢ classe di indiscernibili per L. Indicheremo (i¢ | £ € On) la sua enumerazione
crescente; per «a limite risulta:

M, = <L1‘a,€,...>

con insieme di indiscernibili I N i,.

Proposizione 2.21. Supponiamo esista un carattere T' che soddisfa (1), (1), (IIT).
Allora:

(a) I é club in On;

(b) V¢ € On (Jig] = [§] + Ro);

(c) Y\ > w cardinale, iy = X. In particolare A € I e My = Ly: ogni cardinale
non numerabile ¢ un indiscernibile;

(d) T é unico, in quanto ¢ T = Th({Lx,, €, Rnt1)new)-

Dimostrazione.

(a) Segue dal lemma 2.19.

(b) Se ¢ & finito abbiamo gia osservato che il modello M, ha cardinalita w,
quindi |i¢] = w.
Se ¢ ¢ limite, |L; | = |CIH(L,i£)({iC | ¢ < &})] = €] = [¢] + w (Pavevamo

gia osservato per ogni modello M,,); d’altra parte |L;, | = |i¢| quindi segue
la tesi.

Se infine £ & successore, sara incluso tra due ordinali limiti consecutivi
& < & < & che hanno stessa cardinalita, e quindi |§1] +w < ig] <
|62 +w = |ig| = |§] +w.

(c) Per (b), |ix] = A; ma per (a) I & club, quindi una successione crescente
di A elementi converge a A: 7y = A. Ne segue che A € I; e anche che
My =Li, = L.

Notiamo che perd questa argomentazione non vale per A = w, visto che
anche tutti i predecessori di i, hanno cardinalita N.

(d) Sfruttando (c), scegliamo A = N,,, M = Ly_; come gia osservato ci basta
un sottoinsieme numerabile degli indiscernibili di M, e tra questi ci sono
ad esempio tutti i cardinali X,, non numerabili. Dunque T ¢ la teoria di
<LNw7 €, Nn+1>n€w«
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O

Definizione 2.22. Chiamiamo 0%, ossia zero sharp, 'unico carattere (se
esiste) che soddisfa (I), (II), (III).

Definizione 2.23. Indichiamo impropriamente 30% la proposizione:

‘Esiste un carattere che soddisfa (I), (II), (III)’.

Osservazione 2.24. L’ipotesi della proposizione 2.21 nonche del lemma 2.20 &
appunto 30%.

Proposizione 2.25. (30%). Allora:

1. V&€ < ¢ (Li, < Li,) non banalmente; in particolare se k < X sono cardinali,
Lr < Ly;

2. Y€ (Li, < L); in particolare cio vale per tutti i cardinali non numerabili;
3. L < L non banalmente.

4. Ogni enunciato € assoluto tra L ed L, . Ossia, per ogni enunciato o,

L=oc & L, FEo

5. I él’unico club in On la cui chiusura di Skolem in L sia tutto L.
6.V #L;

7. V€ € On (i¢ ¢ totalmente indescrivibile)”;

8

. Vz € L infinito, | ?(x)¥| = |z| (estende la prop. 2.1});

Notiamo l'importanza del punto 4: per il teorema di Tarski presa una ¢ €
Form non esiste una formula V' |= ¢ che ne definisca la verita. Viceversa la
formula

Lwl }:90

e lecita, perche L, € un insieme. Abbiamo trovato una formula che esprime la
verita per formule di L.

Notiamo pero ancora che tale formula non € definibile in L: perche si basa
sull’ordinale w; che non ¢ ivi definibile. E questo ¢ in accordo col fatto che il
teorema di Tarski ¢ ancora valido in L.

Dimostrazione.

1. Se £ e ( sono ordinali limite, per il lemma 2.20 questo risultato equivale a
dire M¢ < M¢, che sappiamo essere vero. Nel lemma 2.8 abbiamo anche
osservato che esiste una siffatta immersione non banale.

Se invece non sono limiti, per il criterio di Tarski—Vaught occorre di-
mostrare che ogni formula esistenziale 3zv(x, %) a parametri in L;, soddis-
fatta in L;, dev’essere soddisfatta anche in L;,; procediamo per induzione
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sulla complessita di 1. Fisso dei parametri @ € L
trovare un testimone b tale che

ie; in L;, possiamo

Ma tale radice b puo essere espressa in termini di indiscernibili:
31 < ... < < ¢ taliche b= h,(ic,,...,0c)
A questo punto:

Lic = w(hﬂ SERRRP iCk)’ a)
Li. Eap(hplic,, ... ig,),a) V& < ... <& <& per indiscernibilita
Li. = (hylie,, .-, ig,),d) per ipotesi induttiva

2. Iniziamo a dimostrarlo per i cardinali. Per la proposizione 2.21, L ¢ il
limite diretto delle strutture Ly, quindi in particolare ognuna di esse si
immerge elementarmente in L: Ly < L.

Per quanto riguarda gli altri indiscernibili, L;, < Ly < L.
3. Presa un’iniezione r : I — I che rispetti I'ordinamento e che non sia
I'identita, questa si estende ad un’immersione elementare:
T L — L
holie - vie,) = he(rlie), ..., r(ig,))

E evidente che essa & non banale; do per dimostrato che ¢ anche elementare
(cfr. lemma 2.8).

4. Corollario del punto 2: vale per tutti i cardinali non numerabili, in parti-
colare vale per il piu piccolo di essi w;.
5. Gia sappiamo che I osserva le richieste; resta da vedere che € unico.

Sia C un altro club con tale proprieta. C'NI ¢ infinito (& un club) e quindi
C' ed I definiscono lo stesso carattere T'.

Tra C ed I esiste un isomorfismo (inteso come biiezione crescente tra le
due cassi proprie di ordinali); lo chiamo r : C—>I e lo estendo ad un
nuovo isomorfismo 7 : L-——-L come nel punto 3. Ma l'unico isomorfismo
siffatto e 'identita, e in particolare C' = I.

6. Applicare la proposizione 2.14 ricordando che 0% soddifa la condizione (I).

7. Per indiscernibilita basta dimostrarlo per £ = 0.

Scelgo r : I — T crescente con r(ig) > ig; poi la estendo a ¥ : L < L come
descritta nel punto 3. 7 ha punto critico ig. Infatti per ogni elemento
precedente § = h,(ig,, . .., ¢, ) < io risulta per (III)

T(é) = hp(r(i&)v s ’T(i&b)) = hP(i§17' R iEn) =4
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Ora, se o ¢ un enunciato e R C V;; N L ¢ una relazione unaria,
L= ((Vig, & R) = 0)
L =3 < h(ip) (Va, €, RNV,) =) (basta scegliere o = i)
LE3Ja<ig (Va,e,RNV,) E o)

L = (io ¢ totalmente indescrivibile)

8. Siaz € L infinito, k = |z| > w. Grazie al punto precedente tutti i cardinali
non numerabili — fra cui KT — sono totalmente indescrivibili in L. Per
il teorema 1.22 essi sono anche inaccessibili secondo L, il che implica ad
esempio che 2¢ < xk*. Quindi, sempre in L,

K<28 A 2% <kt = 2=k

e | Z(x)| = |zl

Corollario 2.26. 307 ¢ assioma indipendente da ZFC.

Dimostrazione. Infatti implica V' # L, proposizione che ¢ notoriamente indipen-
dente da ZFC. O

Per dimostrare il seguente risultato si veda Silver [9]:

Proposizione 2.27 (Silver). 0% esiste sse un L., ammette un insieme non
numerabile di indiscernibili.

2.6 Due teoremi fondamentali

Enunciamo ora due teoremi che riassumono molti dei risultati riguardanti 07.
Proposizione 2.28 (Solovay, Silver). 0% ¢ L.

Tale proposizione verra dimostrata nel corso del capitolo 4.

Teorema 2.29 (Kunen, Jensen, Martin, Harrington). Sono equivalenti:
1. 30%;
2. L < L non banalmente;
3. Det(I});
4. 33X COn(|X|>wAVY (X CYA|X|=|Y]|—=Y €L))
L’ultimo enunciato viene generalmente formulato reciprocamente:
0% < VX C On(|X]| >w=3Y € L([Y]| = |X]))
e prende il nome di Teorema del ricoprimento®.

Dimostreremo nel capitolo 3 ’equivalenza tra i primi due enunciati; nel capi-
tolo 5 chiariremo il significato di Det(II3) (‘tutti i giochi I} sono determinati’)
ma dimostreremo solo I'implicazione 30% = Det(I1}).

6Nell’'originale: Covering Theorem



Capitolo 3

L <L

Questo capitolo sara dedicato alla dimostrazione del teorema 3.44. Per farlo
saranno necessari diversi strumenti, in particolare gli ultrafiltri normali e le
ultrapotenze per ultrafiltri normali.

3.1 Ultrafiltri normali

Definizione 3.1. Un filtro F su un insieme S ¢ F' C Z(5) tale che

1. Perogni A,Be F, ANB € F.

2. Perogni Ae F, Be #(S),se BD Aallora BeF.

3. 0 & F, ossia anche F # 2(95).

Se invece F ¢ filtro su a € On facciamo anche una richiesta aggiuntiva:
Definizione 3.2. Un filtro F' su un ordinale « ¢ F' C #(«) tale che

1. Perogni A, Be F, ANB € F.

2. Per ogni A€ F, Be #(a),se BD Aallora B€F.

3. 0 & F, ossia anche F # P (a).

4. Per ogni v < «, F contiene il segmento finale [y, a.

Stante questa convenzione, per un filtro F' su « seguono immediatamente
alcune proprieta:
1. Ogni elemento del filtro ¢ illimitato in a;

2. Il filtro non contiene singoletti e non puo essere principale;

3. 1l filtro non ¢ vuoto.

Riscriviamo la seguente:

Definizione 3.3. Sia x un cardinale; un insieme C' C « ¢ club (closed unbound-
ed) se ¢ illimitato in x ed & chiuso nella topologia ordinale di k; per x regolare
i club sono base di un filtro che chiameremo filtro dei club ed indicheremo C..
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Definizione 3.4. Se F' ¢ filtro su S, un sottoinsieme X C S ¢ F-stazionario
se interseca tutti gli elementi di F'; un sottoinsieme X C k ¢ stazionario se ¢
C\-stazionario, cioé interseca ogni club di k.

Lemma 3.5. X ¢ F-stazionario sse il suo complementare X non sta nel filtro.

Dimostrazione. Se X & F-stazionario, YZ € F(Z N X # ()); e quindi X ¢ F,
perche altrimenti X contraddirrebbe questa proprieta.

Se viceversa X non ¢ F-stazionario, 3Z € F(ZN X = 0); allora X D Z e
dunque X € F. O

Osservazione 3.6. Sia U ultrafiltro. X & U-stazionario sse X € U.

Definizione 3.7. Una funzione f : X C On — On ¢ regressiva se per ogni
a # 0 vale f(a) < a.

Ricordiamo il seguente:

Lemma 3.8 (di Fodor). Per ogni X C k stazionario e per ogni f € *k
regressiva esiste a < r tale che f~1({a}) C K ¢ stazionario.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che per ogni o < k f~1({a}) non sia
stazionario. Allora per ogni o < k possiamo scegliere un club C, tale che
Co N f~1({a}) = 0. Definiamo

C:=NACy;

esso ¢ ancora club (do per noto questo fatto). Dimostriamo che C non interseca
X. Infatti:

vyelC = VE<y(yeCly) per definizione di C'
= VE<y(y € F1{E)) per definizione di C¢
= VE<(f(v) #9)
= f(v) =2y
= v¢€X perche f regressiva su X.

Questo e assurdo perche lo stazionario X deve intersecare ogni club, fra cui
C.
O

Definizione 3.9. Diciamo che un filtro su x &€ k-completo se per ogni scelta di

v < K elementi X, del filtro la loro intersezione (1, . Xa sta ancora nel filtro.

Lemma 3.10. Sia U ultrafiltro su k. Sono equivalenti:
1. U é k-completo;

2. per ogni famiglia (Yo | o < ) di v < k elementi Y, C k, se JY, € U
allora 3o < y(Y, € U).
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Dimostrazione.

2. = 1.) Fissato v < k, prendiamo una famiglia (X, € U | @ < 7). Per assurdo
N Xa € U. Ma allora, essendo U ultrafiltro, k\ (), Xo € U; e questo
insieme ¢ |J,(k\Xq). Per ipotesi, essendo I'unione nel filtro allora anche
uno degli insiemi xk\ X, sta in U; e tuttavia X, € U, il che & assurdo.

1. = 2.) Fissato v < s, prendiamo una famiglia (Y, € Z (k) | a < 7). Ipotizzi-
amo ora che |J, Y, € U; dobbiamo concludere che uno degli Y, sta nel

filtro. Vale
Y = s\((x\Ya)

[e%

Allora (N, (k\Ya) € U perche U e ultrafiltro. Quindi 33((k\Y3) & U):
altrimenti, per k-completezza, dovrebbe valere () (x\Ys) € U. Ed infine,
essendo U ultrafiltro, concludiamo che Yz € U.

O

Corollario 3.11. Sia U wultrafiltro k-completo su k. Ogni funzione f € "k
generalmente limitata (cioé tale che {€ < k| f(§) < B} € U) ¢é generalmente
costante (cioé tale che {{ < k| f(§) =a} eU).

Dimostrazione. Basta applicare il lemma prendendo Y, = {{ < k| f(§) = a}
per a < f. O

Osservazione 3.12. Non esistono filtri x*-completi su x.
Dimostrazione. Altrimenti 'elemento (., [c, £[= () starebbe nel filtro. O

Notiamo che e essenziale la convenzione fatta secondo cui gli ultrafiltri non
sono principali: ogni ultrafiltro principale sarebbe addirittura A-completo per
ogni A € Card.

Definizione 3.13. Sia x un cardinale. Se esiste un ultrafiltro su x x-completo
k ¢ detto misurabile.

Un tale ultrafiltro fornisce infatti una misura x-additiva non principale su
P (k) in {0,1}.

Inoltre si dimostra che se esiste una misura non principale su un cardinale
A allora ne esiste anche una A-additiva, e da questa si puo costruire 'ultrafiltro
degli insiemi di misura 1: quindi A & misurabile.

Definizione 3.14. Diciamo che un filtro su x € normale se per ogni scelta di
k elementi X, del filtro la loro intersezione diagonale

NocnXo ={E <k |Va<(e Xy}
sta ancora nel filtro.

La normalitd su x ¢ un’indebolimento della xkT-completezza. Grazie alla
convenzione sui filtri adottata:

Lemma 3.15. Un filtro normale su k ¢ anche k-completo.
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Dimostrazione. Sia F' un filtro normale su k, 7 < & un ordinale. Presa una
famiglia (X, | & <) € 7F, vogliamo dimostrare che la sua intersezione sta nel

filtro. Definiamo
Y, = {X(l se a <7y

K sey<a<k

Per la normalita, A,Y, € F’; sviluppiamo la definizione di questo insieme:

NoYo = SE<k|E€()Ys
B<E

E<vlée (N XppUir<é<rl|ée () Xs
B<E B<y

N Xa U (['y,m[ﬂ ﬂXa> .

e poi

t:=[v,k[NAY, = (['y,n[ﬂ mXa> .

Grazie alla convenzione secondo [y, k[€ F, anche I’elemento ¢ sta nel filtro;
ma allora anche ﬂa X, Dt deve stare in F'.

O

Lemma 3.16. Se esiste un filtro k-completo su k allora Kk deve essere regolare.
Se esiste un filtro normale su k allora K é regolare non numerabile.

Dimostrazione. Se kK = w basta scegliere come controesempio la successione
(Xn | n €w) con X,, = [n+ 2,w[: Uintersezione diagonale & vuota.
Analogamente se k fosse singolare con cofinalita A < k, esisterebbe una
successione cofinale (x, | @ € A) in &, quindi la famiglia {[z, k[ | @ € A}
avrebbe intersezione vuota. Il filtro non potrebbe essere k-completo e dunque
neanche normale. O

La proposizione seguente migliora il 3.16, ma la sua dimostrazione ¢ al di la
degli scopi della presente tesi:

Proposizione 3.17 (Ulam; Tarski). Se x & misurabile allora é anche inacces-
sibile.

Rimandiamo a Kanamori [1, 2.8] per una dimostrazione.

Lemma 3.18 (di Fodor generalizzato). Un filtro F su x é normale sse per
ogni X C k F-stazionario e per ogni f € Xk regressiva esiste a« < k tale che
f~1{a}) C k & F-stazionario.

Dimostrazione.
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=) Sia F un filtro normale su x, X un insieme F-stazionario e f € ¥k una fun-
zione regressiva. Per assurdo ogni insieme f~1({a}) sia non F-stazionario;
il che significa che ogni x\f~!({a}) sta nel filtro. Per normalita anche
I'intersezione diagonale sta nel filtro:

Dacu(\fT1({a}) € F

ed essendo X F-stazionario,

X0 Dacn(k\fT ({a}) #0.

Tuttavia questa intersezione ¢ vuota: per ogni § € X, chiamata a = f(3),
allora a < (8 perche la funzione é regressiva; quindi

pef*{a})

B &R\ ({a})

BE Dacn(k\fH({a})).
Siamo cosi pervenuti ad un assurdo.

<) Ora vogliamo dimostrare che un filtro F' che goda della proprieta enunciata
¢ normale. Fissata (X, | a € k) € *F, per assurdo Ay« Xo € F. Ne
segue che X := k\A,<x X, & F-stazionario.

Definisco f : X — &, f(§) = min{a | £ € X,}. Essa & regressiva:
EeX=Ed NenXo = Ja< (€€ Xa).
Allora posso applicare l'ipotesi,

Ja < k f71({a}) & F-stazionario.

Significa che per ogni Z € F(Z N f~'({a}) # 0); ma questo & assurdo
essendo per costruzione X, N f~*({a}) = 0.

O

Corollario 3.19. Il filtro dei club Cy, € normale; ogni altro filtro normale F su
Kk estende C.

Dimostrazione. 1l lemma di Fodor dice che C} soddisfa il criterio, e quindi e
normale.

Dimostriamo quindi il secondo enunciato; sia F' un filtro normale e per as-
surdo esista un club C ¢ F. 1l suo complementare C := x\C & F-stazionario.
Definisco la funzione .

f: ¢ — &
§ — sup(CNE)

che & regressiva, quindi per il teorema precedente esiste o € & tale che f~1({a})
¢ F-stazionario. E questo & assurdo, perche ogni f~*({a}) & limitato. O

Ci sara utile il seguente teorema sulle colorazioni, per la dimostrazione del
quale rimandiamo a Kanamori [1, 7.17]:

Teorema 3.20 (Rowbottom). Supponiamo k misurabile, U ultrafiltro normale
su k. Allora per ogni colorazione f : [k]|<¥ — v, dove v < K, esiste un insieme
H € U omogeneo per f, vale a dire f | [H]|<* ¢é costante.



36 CAPITOLO 3. L <L

3.2 Ultrapotenze di modelli interni

Si vuole ora generalizzare la costruzione dell’ultrapotenza al caso in cui M sia
modello interno, cioé €-modello transitivo ad esempio di ZF. Definiremo due
costruzioni distinte, ma utilizzeremo effettivamente solo la seconda.

La prima costruzione, che chiameremo ultrapotenza esterna, prevede che
U sia un ultrafiltro su S € M, non necessariamente elemento di M. Si tenta
quindi di costruire 'ultrapotenza come descritta nella sezione 1.3.4.

Incontriamo subito un problema: un modello interno € una classe propria,
quindi in questo caso le classi di equivalenza potrebbero non essere insiemi.
L’ostacolo puo essere aggirato accettendo nelle classi di equivalenza solo le
funzioni di rango minimo:

[flo={9:k—= M| f~gAVh(h~ g=rank(h) > rank(g))}

Questo artificio prende il nome di trucco di Scott.

M ¢ modello interno, quindi I'ultrapotenza ¢ dotata di una relazione Ey
ereditata dall’inclusione € [ M. Grazie al teorema di Los e al suo corollario, M
si immerge elementarmente nell’ultrapotenza, che quindi € modello di ZF.

La seconda costruzione prende invece il nome di ultrapotenza interna;
l'ultrapotenza questa volta non e effettuata dal punto di vista dell’'universo V'
bensi del modello M. Non si richiede che U € M ne che U sia un ultrafiltro su
S, bensi che

(M,e,U) ="U & ultrafiltro su S™

Per asserzioni come questa & necessario estendere il linguaggio da LST a L' =
LST U{U}: )
(M,e,U) ETU(z)" sse z€U

Anziche accettare tutte le funzioni f € “M, possiamo scegliere solo quelle
conosciute da M: f € M N M. In questo modo risultera M D SM/U.

Anche in questo caso € necessario ricorrere al trucco di Scott, effettuato pero
dall’interno del modello M, ed anche in questo caso l'ultrapotenza & dotata di
una relazione Ey corrispondente al simbolo € ereditata da M.

Consideriamo infine la struttura ultrapotenza consueta congiuntamente alla

relazione Ey:
Ult(M,U) := (M /U, Ey)

Questo simbolo indica per noi l'ultrapotenza interna; altri autori distinguono i
simboli Ult(M,U) per la potenza esterna e Ult™ (M, U) per quella interna.
Naturalmente se M =V le due costruzioni coincidono.

Proseguiamo ora con alcuni teoremi relativi alle ultrapotenze, tratti da [1,
§5].

Anzitutto vale per le ultrapotenze un teorema analogo a quello di Los:

Proposizione 3.21.
—

U(V,U) = o([fl) = {seS|e(f)}eU

Si puo dimostrare che Ey ¢ regolare ed estensionale, ma in generale non che
¢ ben fondata:
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Proposizione 3.22. Se U € M oppure se U é wi-completo, 'ultrapotenza é
ben fondata.

Proposizione 3.23. Consideriamo l'ultrapotenza Ult(V,U).
Ey e ben fondata sse U € wy-completo.

Dimostrazione.

<) Sia U ultrafiltro wi-completo. Supponiamo per assurdo Ey mal fondata,
cioe esistano w funzioni f, tali che [fn+1]Eu|[fn] per ogni n. Chiamato

Xni={a €S| fat1(a) € fu(a)}

dire che [fn+1]Eu[fn] equivale a dire X,, € U. Per wy-completezza risulta
N, Xn € U. Scelto b € ,, Xy, per ogni n f,,11(b) € fn(b), L.

=) Siano X,, degli elementi di U, ma (,, X,, ¢ U. Definiamo:

g.: S — w
- {n—kj se (s € MNmen \Xn) An >k

0 altrimenti

Risulta [gn41]Evlgn] per ogni n:

{s€S|ger1(s) €g()} 2 () Xm\[Xn €U

m<k n
e quindi la relazione Ey ¢ mal fondata, L.

O

In questa situazione — cioe se Fy ¢ ben fondata — esiste una classe transitiva
My isomorfa all’ultrapotenza; e questo € un nuovo modello interno:

M

Ult(M, U)

T

My
Inoltre conosciamo esplicitamente la funzione j: come gia osservato e
j(x) = 7([c.]v)

Notiamo che ogni modello transitivo M conosce la funzione c,.

Notazione. Indichiamo [f] := 7 ([f]v).

Proposizione 3.24. Sia U un ultrafiltro k-completo su k (o0ssia k & misurabile);
sta inoltre j : V < My 2 Ul(V,U) Uimmersione gia nota; allora crit(j) = k.
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Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che se o < k allora j(a) = .

Se cosi non fosse, chiamo 8 < & il minimo ordinale per cui j(5) > 0; j(6) =
[cg] per definizione di j e d’altra parte 3 = [g] per una g opportuna. Per
elementarita

B<jB)elg <legl {6 <rlg(§) <p} el
Ogni funzione generalmente limitata & generalmente costante (corollario 3.11):
Iy < B tale che {£ < k| g(§) =~} € U.

Ma allora 8 = [g] = [¢,] = v < B, assurdo. Ne segue che crit(j) > &.
Ora dimostriamo che se @ < & allora j(a) < [id] < j(k), dove con id
intendiamo la funzione identita ristretta a x.

jla) < [id] < (k) & [ea] < [id] < [cx] &

S{l<k|é>aleUN{{<k|l<kteU<&|a,kleUNKeEU

che ovviamente ¢ vero.
A questo punto ¢ facile concludere che k < [id] < j(x) e quindi j(x) > x. O

Proposizione 3.25. Viceversa, se j : V. < M allora crit(j) ¢ cardinale mis-
urabile.

Dimostrazione. Sia ¢ := crit(j); non sappiamo ancora se ¢ cardinale. Allora un
ultrafiltro d-completo su § e:

U= {X C6|6ej(X)}
e SeX,YeUalloraXNY Cdedej(X)Nj(Y)=45(XNY)=XnY eU.
e SeXecU,ZCH XCZ alloradej(X)CjZ)=Z€U.
e 1l filtro & proprio perche § & j(0) = 0.

e Vogliamo che U contenga anche i segmenti finali: e infatti j([o,d]) =
[, ()] 3 6.

e Se X Cdma X €U, allora d ¢ j(X); quindi § € j(0)\j(X) = j(0\X) e
0\X € U. Questo ci dice che U ¢ ultrafiltro.

e Resta da dimostrare che I'ultrafiltro ¢ d-completo. Prendiamo una succes-
sione y € U, x(a) = Xa, con v < § e X, € U; vorremmo dimostrare che

Osserviamo pero che 6 € (1), j(Xq), ci basterebbe dimostrare che questi
due insiemi sono uguali.

Per a < 0, j() = o, quindi

Xo = x(a) = j(Xa) = j(X)(U(a)) = j(x(a)) = F00)(@)

(N Xa=[Vx(0) = (ﬂ Xa> =[i00(@) = [ilx(@) = [(Xa)-
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L’esistenza di U implica che § & regolare (cfr. lemma 3.16), e quindi cardinale.
O

Proposizione 3.26. Se esiste un cardinale misurabile, allora V # L.

Dimostrazione. Sia X il piu piccolo cardinale misurabile, U il relativo ultrafiltro
A-completo su A, j: V < M =2 Ult(V,U). Allora

M = Tj(\) @il pitt piccolo cardinale misurabile™ (1);
e inoltre j(A) > A perche ¢ il punto critico.
Per assurdo sia ora V = L. Per elementarith M = "V = L7 e quindi

M=L=YV.
Ne segue che

M =V [="\ ¢ il piu piccolo cardinale misurabile™ (2);

il che & evidentemente in contrasto con (1). O

Lemma 3.27. Sia U ultrafiltro k-completo su k, quindi k misurabile, e j : V <
M = UI(V,U). Allora

1. VM=V, VM = Vi, M = gt
2. 28 < (28)M < (k) < (27)F;

3. "M CM ma~tM g M;

4. U & M. In particolare M # V.

Per la dimostrazione rimandiamo a Kanamori [1, 5.7].

Lemma 3.28. Sia U ultrafiltro normale su k. Allora k = [f] per un’opportuna
f ek,

Dimostrazione. Sia k = [g] con g : kK — V; come si evince dalla dimostrazione
della proposizione 3.24, x < [id]. Equivalentemente:

r=g)<[d & {£<r|g§)<&el

E quindi {¢ < k| g(§) < k} € U. A questo punto mi basta scegliere

7€) = {g(@ .

0 altrimenti
per soddisfare la tesi. O

Proposizione 3.29 (Scott, Keiser, Tarski, 1964). Sia U wultrafiltro x-completo
su Kk > w; allora sono equivalenti:

(a) U é ultrafiltro normale;
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(b) Ogni funzione f € *k generalmente regressiva (cioeé tale che {§ < k| f(§) <
&} € U) é generalmente costante (cioé o < k { < k| f(§) =a} e U).

(¢) [id] = &, dove con id indichiamo la funzione identitd su k.

Dimostrazione. Come gia osservato, essendo U ultrafiltro, un insieme X e U-
stazionario sse X € U.

(a)=(b) Scelta f generalmente regressiva, X := {{ < £ | f(§) < &}, chiamo
f:=f 1 X. Essa ¢ regressiva su un dominio X stazionario, quindi appli-
cando il lemma 3.18 trovo a < k tale che f~*({a}) € U. f~1({a}) & pin

grande di f~!({a}) e dunque sta nel filtro anch’esso.

(b)=(a) Voglio applicare il lemma 3.18: scelti X € U, f € Xk regressiva, devo
dimostrare che ¢ generalmente costante. La estendo a

2oy J &) sefeX
)= {0 se & € K\X

la quale ¢ ancora regressiva, quindi generalmente regressiva, quindi gen-

eralmente costante: Ja (ffl({a}) € U). Per a # 0 la dimostrazione ¢

completa. perche £~ ({a}) = f~'({a}); imvece F-1({0}) = f~'({0}) U
(k\X). In questo caso I'unione f~1({0}) U (k\X) sta nell’ultrafiltro ma
x\X no, segue che f~1({0}) € U.

(a)4+(b)=(c) Sappiamo gia che x < [id] < j(x) (cfr. dimostrazione del lemma
3.24).

Sia k = 7[f], dove f € "k grazie al lemma 3.28.
Us{{<r|fE) =& ={{<r| [ <u{l<r|f()=¢}

Se un’unione sta nell’ultrafiltro almeno uno dei due addendi deve starvi;
ma il primo insieme a secondo membro non ¢ in U: altrimenti

Jo{€ < k| f(§) = a} € U, quindi 7[f] = a # k.
Quindi {§ < x [ f(§) =&} € U e [f] = [id].

(c)=(b) Fissiamo f € "k con {{ < k| f(§) < &} € U; dobbiamo dimostrare
che f & generalmente costante. L’ipotesi implica [f] < [id] = k; segue che
esiste o € k tale che [f] = a = [¢o]; ma allora {{ < k| f(§) =a} € U.

O

Proposizione 3.30 (Scott, Keisler, Tarski, 1964). Se x ¢é misurabile allora
esiste un ultrafiltro normale su k.

Dimostrazione. Sia U un ultrafiltro k-completo su &, e k = 7[f] con f € "k; un
ultrafiltro normale sara

W={XCk|fHX)ecU}.

W eredita da U la struttura di ultrafiltro k-completo:
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e XYeEW= fHXNY)=fYX)NfH(Y)eU=XNY eW.

e X e W, X CZCk AlloraU> fUX)C fY2)= fY2)eU=
ZeW.

o I =0gU=0gW.
o [T (e k]) ={&| f(&) > a} € U perche [f] > [ca] = [a, k[ € W.

e Per dimostrare che W & ultrafiltro, prendiamo X C k, X ¢ W; f~4(X) ¢
U=Uskr\fH(X)=f1r\X)eU=r\X eW.

e L’ultrafiltro ¢ k-completo: se (X, | @ < ), con v < k e X, € W, allora
Y X)) eUe fHNXa) =NFfYXy) €U per k-completezza; dunque
NXa €W.

Per dimostrare che W ¢ normale usiamo la proposizione precedente. Scelta
g € "k generalmente regressiva,

{<rlgl) <G eW & {{<r|g(f(§)<fE}eU

& [gofl<fl==x
& [gofl=a=]c]
& {{<rlg(f(§)=a}lelU
& {{<r|gl@)=a}eW
e quindi g & generalmente costante. O

Proposizione 3.31. Sia U ultrafiltro normale su k, j : V < My = Ult(V,U).
Allora

My ={j(f)() | f:r =V}

Dimostrazione. Fissiamo un elemento © € My; = = [f] per un’opportuna f :
k — V. Allora

3N (k) = 5 (H)(id]) = [ef]((id]) = [f] = =
Nel penultimo passaggio abbiamo usato il teorema di Los:
[es]([id]) =[] & {€<r[cp(§)(d(§) =g(§)} €U
& <kl fE) =9} el
O

Proposizione 3.32. Sia j : V < M; per la proposizione 3.25, crit(j) = k ¢
misurabile e possiamo definire

U={X Crlrejx)}
ultrafiltro k-completo. Costruiamo
ju V. < My 2 Ul(V,U).
Allora 3k : My < M che fa commutare il diagramma:
koju=j.

Se inoltre j = jw e M = Myy per un ultrafiltro normale W, allora U = W
(& MU = MW
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Dimostrazione. L'immersione & k([f]) := j(f)(x). Commuta:
koju(x) = k(le]) = d(ca)(w) = j(2)

Nell’'ultimo passaggio si sfrutta il fatto che I'immagine di una funzione costante
¢ una funzione costante.
Resta da vedere che k e elementare:

—

UL(V, U) | (7))
{e<rlo(f©) U

ke JUE ()

k€ JUE T M | o(G(NE)D)
M E o(()(®)

M = o(k([f])

My E o(x[f])

G

Per la seconda parte del teorema occorre dimostrare che U = W. Oc-
corre evitare di confondere le classi di equivalenza [f] secondo U e secondo
W, quindi utilizziamo la notazione estesa ny ([f]v) e 7w ([f]w). Per normalita
k = mw ([id]w); per X C &,

XeU < rejwX) & mw(idw)ermw(lexlw) <«

& {{<k|feXteW & XeW

3.3 Ultrapotenze e M-ultrafiltri

Semplifichiamo ulteriormente il tipo di ultrapotenze da studiare. Questo para-
grafo ¢ tratto da Kanamori [1, §19].

Definizione 3.33. Diciamo che U ¢ M-ultrafitro su « se
1. (M, €) & modello transitivo di ZFC™, cioe ZFC senza ’assioma Potenza,;
2. (M,€,U) ="U é ultrafiltro normale su x7;
3. (M,U) & weakly amenable, cioe

Vie*"MnNM{Eer]| f(&§ eU}eM)
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Ribadiamo che non é richiesto che U sia ultrafiltro, ne che U € M.
Ricordiamo che (M, U) sarebbe amenable se

Vee M (UNze M)

se ciot la relazione U ¢ definita in ogni elemento di M, ma in generale questo &
troppo forte (ad esempio in L non vale) e 3. implica solo che

Ve e M (Jz| = kM = Unz e M).

Tale implicazione pud essere dimostrata prendendo f : k—x, = f[x].
Vedremo tra poco perche la weak amenability ci € necessaria.

Vogliamo ora estendere l'ultrapotenza al linguaggio £ U {U }; 1o scopo di
questa operazione sara chiarito nel prossimo paragrafo. Dobbiamo stabilire
quale ¢ il nuovo ultrafiltro U’ nell’ultrapotenza. Se seguissimo la definizione
tradizionale, dovremmo imporre

("M/U,Ev) EU([f]) sse {£<r|U(f(€)}eU

ma noi vogliamo che tale costruzione avvenga in M e quindi

("M/U,Ev) EU([f]) sse (M,€,U)FU{E<r|Uf()})

definizione possibile grazie alla weak amenability. Poi

U ={[/1 1 U{E < w | UFEN}

<M7 €, U> = <HM/U7 EU) U/>

Come prima, si presentano due possibilita: Fy puo essere ben fondata nel-
I'ultrapotenza oppure no. Nel primo caso esiste una classe transitiva My ad
essa isomorfa:

<M7€7U> <KM/U7EU7UI>

<MU, c, W>

Il seguente riprende il lemma 3.27:
Lemma 3.34.
1. j é cofinale;
2. Se M ¢é insieme, |M|=|N|;
8. ViNM=V,NN; (k)N M= P(k) N N; kT = g+,
4. U & N, quindi in particolare N # M ;
5. W & N-ultrafiltro su j(k).

Per la sua dimostrazione rimandiamo a Kanamori [1, 19.1].
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Lemma 3.35. Siano M, N modelli interni di ZEC™ , k : M < N un’immersione
elementare con punto critico k, P (k) "M = P (k) N N. Allora il sequente é
M -ultrafiltro su k:

U={XeZkNM|krek(X)}

Notiamo che ¢ un insieme analogo all’ultrafiltro della proposizione 3.25.

Dimostrazione. Relativizzando la dimostrazione 3.25 si ottiene che 'ultrafiltro
& k-completo; noi proseguiamo fino a dimostrare che & normale.

Se X,Y e U allora XNY € Z(k) e XNY € M; inoltre
k€ k(X)NE(Y)=k(XNY).

SeXeU,Ze kM, XCZ, alorar € k(X)Ck(2).
Ovviamente x ¢ k() = 0. 1l filtro & proprio.
E([a, 5[) = [o, k(k)][ 2 K quindi [a, k[ € U.

Se X € Z(k)M ma X ¢ U, allora k ¢ k(X); quindi x € k(k)\k(X) =
kE(k\X) e k\X € U. Questo ci dice che U & ultrafiltro.

Dobbiamo dimostrare che 'ultrafiltro ¢ normale secondo M. Prendiamo
una successione (X, | @ < k) € M con X, € U.

L’intersezione diagonale ¢

D= AQ<KXOC = {g <K | Va < 6(5 € Xa)}'

Per costruzione D € M N Z(k); resta da dimostrare che x € k(D).
Possiamo vedere I'intersezione diagonale come una funzione:

MED=NA{(Xq|a<k))
N k(D) = Ak((Xa | o < K)))

Osserviamo che se a < & allora k({(X, | a < k))(a) = k(X,); quindi fra
laltro
E((Xa | a < k) D (k(Xa) | @ < K).

Di conseguenza

Va < k k € k(X,) perche stanno in U
= Va<kk€k({Xs]|a<k))(a) grazie all’osservazione precedente
= ke AKXy | a<r)))
= k€k(D)

Dimostriamo la weak amenability. Presa una qualunque successione x :=
(Xo |a< k) e " MNM, posto Z :={£ < k| X¢ € U} occorre dimostrare
che Z € M.

Essendo xy € “M N M, k(x) € ¥®IN N N.
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Allora:

Z = {t<k|Xee P2(r)M AK€ k(Xe)}

{e<r|x(©) e 2(m)M Ak ek(x)(€)}

{E<r| kX)) € Z2(R)N Arek(X)(E)} N

Ma per ipotesi (k)M = 2(k)N, quindi questo insieme sta anche in M.

O

3.4 Iterabilita

L’idea ora e quella di iterare la costruzione dell’ultrapotenza di un modello
interno, ma non & detto che in generale sia possibile. Per studiare il problema
ci limitiamo al caso S = k cardinale, U M-ultrafiltro su x.

Formalizziamo induttivamente questo procedimento. Indichiamo (M, €,U,)
Pa-esima iterata di (M, €,U), in cui ogni M,, ¢ modello interno e ogni U, & M-
ultrafiltro su un certo ko € M,. Indichiamo poi jog : My < Mg le immersioni
canoniche.

Il lemma seguente riprende i lemmi 3.27 e 3.34, applicandoli al caso di
ultrapotenze iterate:

Lemma 3.36. Supponiamo o < 3 < T.
1. crit(jog) = Ka € jag(Ka) = Kg;
2. Se M ¢é insieme, |M,| = |M|- |af;
8. Vo N My =V, N Mg; P(ka) N Mo = P(kg) N Mp;

Per la dimostrazione rimandiamo a Kanamori [1, 19.4].

Lemma 3.37. Sia § un ordinale limite. Sia dato un sistema diretto di strutture
<Na,€,Wa|OL<5>, <ja52Na<Ng‘Oz§ﬂ>

in cui ogni Wy, € Ny-ultrafiltro su un certo Ay € Ng,.

Sia inoltre noto che il limite diretto (D, E,A) é ben fondato. Indico j :
N, < D le immersioni canoniche e A = jo(Aq).

Allora

1. Esiste un collasso transitivo

(N,e,W)=(D,E,A).

2. W & N-ultrafiltro su X.
Indichiamo jos5 : No < N le immersiont canoniche.

Dimostrazione. Per applicare il Lemma del Collassamento & necessario che E
sia estensionale, e questo € vero perche vale in ogni N,; ma deve essere anche
regolare. Fissato un elemento a € D, a = j,(b), la classe dei suoi predecessori &

{reD|3FFy(a<B<INigly) =z Ay € jus(d))}
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N Y

il quale & immagine della seguente funzione:

F: Upeslye Ng |y €ida, ()} — V
yeNg — ig(y)

Il dominio di F' ¢ insieme perche € & regolare in ogni Ng, e dunque im(f) &
insieme per 1’Assioma di Rimpiazzamento.

Poiche ogni N, soddisfa "W, & ultrafiltro normale su A\, allora N soddis-
fa "W e ultrafiltro normale su A™; occorre solo piu dimostrare che & weakly
amenable.

Presa F € A\NN N, 3a3F F = j,s5(F). Ma (N,,W,) ¢ weakly amenable,
quindi X = {£ < A\, | F(§) € W,o} € N, quindi jos(X) = {E < A | F(¢) €
W} eN. O

Possiamo ora proseguire la costruzione:

e Se § = v+ 1 & successore, svolgiamo 'ultrapotenza "+ M, /U,. Possono
succedere due cose: Ey, ¢ ben fondata oppure no. Se non ¢ ben fondata
la costruzione si ferma, e poniamo 7 := . Viceversa posso prendere il
collasso transitivo per definire (My, Es, Us). Us ¢ Ms-ultrafiltro grazie al
lemma 3.34.

« ﬁMa/Ua 5

s

jaé

N

e Se § e limite prendo il limite diretto delle strutture gia costruite. Di
nuovo siamo di fronte a due casi: se questo limite diretto non ¢ ben fondato
dobbiamo fermarci con 7 := §, viceversa possiamo definire l'iterata §-esima
come collasso transitivo. Us € Mgs-ultrafiltro grazie al lemma 3.37.

e Se la costruzione non si ¢ fermata posso porre 7 := On. 7 indica dunque
qual ¢ la prima iterata M, che non e stato ossibile costruire.
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Proposizione 3.38 (Gaifman, Jansen, Dodd). Dato un modello {(M,e€,U),
sono equivalenti:

1. 7 = On, cioé la struttura é iterabile;
2. T Z Wiy

8. Ja tale che U, ¢ numerabilmente completa: ogni famiglia numerabile
di insiemi in U, ha intersezione non vuota.

Il seguente lemma estende il 3.31 al caso di ultrapotenze iterate.
Lemma 3.39. a < 7.
Mo = {ioa(f) (K- s b)) [ n€w, f €W MAMy <. <7y, < al}.

Dimostrazione. Preso x € My41, per il lemma 3.31 ¢ = i4,a+1(9)(Kq) con

un’opportuna g € "M, N M,. Per a = 1 la dimostrazione e completata,;
procediamo ora per induzione su «.
Per ipotesi induttiva e o ordinale successore, g = igq(h)(Ky,,---,kK~,) Der

un’opportuna h € " M N M. Giacche h(z) & funzione quasi ovunque, possiamo
assumere che ogni h(x) sia funzione. Definiamo

f(gh (R 7€n7£ﬂ+1) = h(§17 v afn)(§n+1)
felW "™ MM,

Questa ¢ la funzione cercata:

10,a41(f)(Bygs oo oy Byns Ka) = 90,041 (R)(Kyyy .-+, Ky, )(Ka) Derche ko € punto critico
i07a+1(h(’€v1 ) H'Yn))(K‘(X)

i1 (10,0 (R) (Fyys - oo “%L)("fa))
= (

- ioz,aJrl g Ha)

= X

Per @ = § ordinale limite la dimostrazione & immediata: x € Mg, quindi

z = jgs(y) Ny = io,(f)(Kys»---,K,) Per parametri opportuni. Quindi z =
10,6(f)(Kyys - -y Ky, ) Perche ig s ha punto critico . O

3.5 L’ultrafiltro U"

Definizione 3.40. Definiamo l'insieme
Ut ={XeZ(c]")NM|3H €U ([H]" C X)}.

Per quanto brutta possa essere la sua scrittura, questo insieme & un ultrafiltro
su [k]™ che discende in maniera naturale da U. Informalmente, ogni H € U &
un insieme grande; e quindi sard grande anche [H]™ e a maggior ragione ogni
X D [H]".

Il seguente lemma rende piu rigoroso questo discorso:
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Lemma 3.41. Sia U un ultrafiltro normale su k. Allora:
1. (M,e,U) ETU™ ¢é ultrafiltro k-completo su [k]™7.
2. Per X € [s]"T1,

XeUm! o {sec[n]"|{¢<k|su{eleX}eU}ecU™
3. Per X e[s|", X eU" &

G <k|{<kl|.. {&n<k|{&,. .., &}eX}teU...} eULel.

Dimostrazione. 1. Dimostriamo che {[H]" | H € U} ¢ base di un filtro, che per
costruzione ¢ U™:

e Siano z,y € U™. z,y C Pp(k) = 2Ny C P, (k);x,y e M = zNy €
M;H,GeUcon Z,(H) Cae NP, (G)Cy=> L, (HNG) =2, (H)N
Z.(G)CzNycon HNG € U. Quindi zNy e U™.

e Il filtro & non banale: se ) € U" = 3H €¢ U X, (H) C 0 = Z,(H) =
) = |H| < n = 1 per la convenzione adottata per U.

e Il filtro & non vuoto, essendoci tutti gli elementi della base.

e Per dimostrare che ¢ ultrafiltro utilizziamo il teorema di Rowbottom 3.20.
Sia X ¢ U™. Indico f la funzione caratteristica di X:

fo [&]" — {01}
0 sese X
1 altrimenti.

S

Grazie al teorema 3.20 trovo un insieme H € U tale che f | [H|" ¢
costante. Non puo essere costantemente 0 altrimenti sarebbe [H]|" C X e
quindi X € U™; e allora deve essere costantemente 1 e kK\X € U™.

e Per la k-completezza, prendiamo (X¢ | £ < A\) € M, A < k, X¢ € U.
Dobbiamo dimostrare che X := ), X¢ ¢ elemento di U.

Xe C Pu(k) = X C Pu(k); XeeM=XeM,

E'Hg eU: gzn(HE) - X§ = mg gzn(Hg) = yn(ﬂg HE) C X e infine
e He € U per k-completezza.

2. Indico per praticita
Z(X) = {s € W]" | {€ < » | sU{€} € X} € U}.
Definiamo
Vit =X e Z(s]"T)NM | Z(X) e U"};

dimostreremo che & filtro contenente U™ *!; ma quest’ultimo & ultrafiltro, quindi
devono coincidere ed il teorema ¢ verificato.
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Iniziamo dal dimostrare I’inclusione:

XeU"! & 3IHcU(H]"™ CX)
& 3JH c UVz € [H]" M (z € X)
< 3JH eUVse [H"WE e H\s(sU{{} e X) (1)

e d’altra parte

Z(X)eU" & 3GeU(G]" CZ(X))
< JGeUvVte[GI"{E<k|tu{ete X} elU) (2)
Se vale (1), essendo s finito e H € U, H\s € U. Inoltre H\s C {£ < & |
sU{¢} € X} e quindi (1)=(2) con G = H, s =t. Quindi V™1 D Unth

Dimostriamo ora che ¢ V"*! filtro (non & necessario che contenga anche i
segmenti finali).

e Se X e V"tleY D X, Z(X) € U™; in tal caso, per ogni s per cui {£ < & |
sU{{} e Xt eU,siha{{<k|sU{{} e X} C{{<kr|su{cteY}el;
e quindi Z(X)C Z(Y) e U™
e Se X,Y e V"l Z(X),Z(Y) € U™ fissato s € Z(X) N Z(Y), risulta
{{<r|sU{{leX}C{{<r|su{{leXnNY}eU
e quindi Z(X) C Z(XNY) e U™

e () ¢ V"1 altrimenti sarebbe Z(0)) € U™, ma tale elemento ¢ in effetti () e
non puo stare in un filtro.

XeU"
{selr" [ {&<r|su{&eXyeUeU™!
{s" €]"? [ {&1 <k {&n <r|sU{& 1,6} eX}eULeULeU"?

¢ o

o {"ck|{&<k|.. {&n<k|s"U{&,... .6, eX}eU...}eU}yeU!
& {<kl{&<i|.. {n<rl|{,. . nteX}telU..} eU}eU

O
Lemma 3.42. Sia U™ come sopra. Sia o(vy,...,v,) una formula, M un

modello interno, x € M, v1 < ... <y, < a < 7(M). Allora
<M047 €, Ua> ): (P[ioa(x), Reypseees H'-Yn]

)
(M, €,U) = {{&r, -, &} € [K]" [ @z, 6150, En]} € U
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Il caso n = 0 ¢ immediato
essendo ig, immersione elementare. Per n > 1,

(Ma, €,Ua) E ¢liva(z), LCTEERE K/’Yn]
& (My,41,€, Uy, 11) F Olioq,+1(2), Byps o5 By
& (M, €,Uy,) E{& <r | @lioy, (€), iy by &all €U,
s (M, .U, ) E{&b-1 <k|{& <k|@lioy, (X)) Eypseos By s,

fnfl,gn]} € U} eU

& (M,eUyE{&<k].. {n<k|plr,é&,...,&leU...}eU

Segue la tesi per il lemma 3.41. O

Infine il seguente corollario, che lega 'iterabilita e I'esistenza di indiscernibili:

Corollario 3.43 (Kunen). Siano ¢(vo, ..., v,) una formula, t € M, v < ... <
Y <a<T(M),dh <...<0,<pf<7(M). Allora

<Ma7 €, Ua) |: (p[i(),a(l’), Rypseees “’Yn]

)
(Mg, €,Up) = #liop(2), ks, s - - - Ks,]

In particolare (per o = ) Uinsieme {r~ | v < a} & un insieme di indiscernibili
per <Mav €,Uq, Z'O,a(x»xEM-

Dimostrazione. Grazie al lemma 3.42 entrambi i membri equivalgono a

<Ma€aU> ': {{flvvfn} € [’ﬂn | @(x,fl,u.,fn)} eu”

3.6 L<L

Teorema 3.44 (Kunen). Sono equivalenti:
(a) L < L non banalmente;

(b) Esistono a < B ed un morfismo elementare j : Lo, < Lg con punto critico
minore di |a;

(¢) C’¢ un L-ultrafiltro U tale che Uultrapotenza di L é ben fondata;
(d) C’¢ un L-ultrafiltro U iterabile;
(e) 07 esiste.

La dimostrazione qui riportata & tratta da Kanamori [1, §21].

Dimostrazione.
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(d)=(e) Per ipotesi posso iterare L a piacere; ma il sostegno delle iterate di L
¢ sempre L, perche ciascuna di esse soddisfa V' = L. Applico il corollario
3.43, dunque all’a-esima iterata trovo degli indiscernibili {x, | v < a} per
L che sono indiscernibili anche per ogni Lg con 3 > i,. Scegliendo o > w
la proposizione di Silver (2.27) mi dice che questo equivale a 307%.

(e)=(a) E gia noto, proposizione 2.25.

(a)=(b) Sia j: L < L un’immersione non banale, di punto critico x. Chiara-
mente j | L, ¢ morfismo elementare per ogni «. Ma j(k) > k; se scelgo a
di cardinalita maggiore di k e 8 = j(a) tale morfismo & non banale:

JlLa:La<Lg

(b)=-(c) Sia s < || il punto critico di j. Un L-ultrafiltro che soddisfa la tesi
e:
U={XePrNLy|krejX)}

Dobbiamo dimostrare che & L-ultrafiltro. Anzitutto ricordiamo che 2 (k)-

L.+ C L, quindi possiamo sostituire L, con L:

U={Xe Pk NL|kejX))

Possiamo applicare il lemma 3.35 con M = N = L, j = k, per concludere
che U ¢ L-ultrafiltro.

Resta da dimostrare che *L/U & ben fondata. Consideriamo una succes-
sione di funzioni f, € *L N L e immaginiamo per assurdo che

Vn€w FLIUE [fonilvEvlfalu

Per il teorema di Los equivale a

Vn cw Xn = {f €ER | fn+1(§) € f’n(é‘)} ev

Il problema ¢ che non so in quale livello di L si trovino queste funzioni.
Sia v > k un ordinale limite tale che {f,}new C L4; sia poi H < L,
la chiusura di Skolem in L., di kx U {fn}new, 7 : H — N il suo collasso
transitivo. Allora N & un Ls per ¢ opportuno. Inoltre é < «, perche
la cardinalitd del modello & x e |a| > k. Siamo riusciti a trovare delle
funzioni f,, := 7(f,) analoghe alle {f,} e di cui conosciamo la posizione
in L.
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Osserviamo che V¢ < k 7(§) = &, quindi
Xp={€r| fn(§) € (O}
Riassumendo, {f, Ynew C Ls C Ly. Per definizione di U,
X, € Z2(K)E Nk €§(X,);
questo vuol dire che:

Vnew LEVEEX, (f,1(6)€f,(6)

per elementarita:

Vnew LEVEEjX,) (§(Fain)©) €i(F)©)

e in particolare, giacche k € j(X,,),

Vnew Li=j(f)k) €i(f,)(x)
che ¢ evidentemente una contraddizione.

(c)=(d) Intendiamo dimostrare che lo stesso ultrafiltro U dell’ipotesi ¢ iter-
abile. Tale dimostrazione e piuttosto articolata e si divide in due parti:
nella prima si esclude che 7 sia successore, nella seconda che sia limite.
Per motivi di spazio riportiamo queste dimostrazioni come lemmi.

O

Lemma 3.45. 7 non puo essere un ordinale successore.

Dimostrazione. Sia § = a + 1, dimostriamo che E, ¢ ben fondata e dunque
T # 6.

Vogliamo costruire esplicitamente un isomorfismo (L, €)—— (%> M, /U,, Ey. ).

Preso x € L grazie al lemma 3.39 © = 49 (g)(K+,, - - ., K+, ) Per una funzione
ge W LN L eindici y1,...,7, opportuni.

A sua volta, sapendo che la prima iterata & ben fondata, g = mo([f]v) per
un’opportuna f € “L, e in effetti possiamo assumere che per ogni £ < k f(§)
sia una funzione in [€!" L.

Definisco dunque una nuova funzione f cambiando 'ordine degli argomenti
di f:

F&r, .. 6)(6) = {(J)c(f)(&,...,ﬁn) se 5.1 < <& <€
altrimenti

ed infine I'isomorfismo preannunciato &

e: (L,e) — <““Ma/7Ua7EUQ>
T =100(9) (Fryys -y bry,) = Talioa(f)(Kayy oy iy, ) U

Resta da dimostrare che ¢ isomorfismo. Osserviamo, facendo ricorso al
lemma 3.42, che
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(L €) F pliva(g)(Fys - - s vy, )] sSE

(L&, U) = {{&,- - &t € [K]" [ 0lg(&r, -, &n)]} € U™ sse

(L&, U) = & &t € (W [{E<m | @lf ()&, - &)]} €U € U™ sse
(L&, U) &, &} € [6]" [{E < m | @lf (&, &) ()]} €U € U™ sse
(Mo, €,Ua) b= {8 < fia | @liva () (Kys -5 54, ()]} € Ua sse

(" Mo, /UaaEUJ = llioa () (s s iy, )]0, ]

Se ¢ & la formula iga(9)(Fqyys- -5 hy,) = G0a(g")(Kygs - -5 Ky ), essa viene
preservata, quindi la funzione e ¢ ben definita. E poiche I'osservazione vale per
una @ qualsiasi, e & anche funzione elementare (I’abbiamo dimostrato solo per
formule con una variabile libera, ma & analogo per le altre).

Infine la suriettivita deriva dal fatto che ogni y nel codominio & esprimibile
come y = o ([h]u, ) = Ta([t0a(g)(Kyis - - -, Ky, )]U. ) Der parametri opportuni.

O

Osservazione 3.46. Sia j : M < N, di punto critico > k. Preso X € #(k)NM,
M =z € X C & implica che N = j(z) € j(X) C j(k) e quindi

§"X Cj(X) C (k)
Inoltre se M C N, j”X = X (perche il punto critico & maggiore) quindi
X Ci(X) k)

X =j(X)Nk.

Lemma 3.47. 7 non puo essere un ordinale limite.

Dimostrazione. Se § & limite vogliamo dimostrare che il limite diretto delle strut-
ture {{(My, €,Uy) | a < 6} di morfismi {ing | @ < 8 < §} & ben fondato, e quindi
T # §. Come al solito gli U, sono M,-ultrafiltri su opportuni xg.

Scegliamo

H=Hy={zcL|Ya<(ipa(z)=2)};

osserviamo che & classe propria (ad esempio si puo osservare che essa ¢ illimitata)
e contiene tutti gli elementi di k. Definiamo poi per ogni a < ¢

Ha = ClH(L)ﬂzl(HU {I‘ify | v < OL}) <L

la chiusura di Skolem dell’insieme HU{k., | ¥ < a} in L rispetto alle sole formule
1. Questa costruzione & leggermente diversa da quella del lemma 1.8; ma si
dimostra che anche in questo caso la struttura e sottostruttura di L. Anche le
H,, sono classi proprie.

Si osserva poi che ogni H, ¢ estensionale: infatti, se a,b € H, con a # b,
e z € a\b, allora anche H, soddisfa la formula = € a\b, e dunque la relazione
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di appartenenza e estensionale. In queste condizioni per il lemma del collassa-
mento esiste un collasso transitivo N; e inoltre N, = L perche H, < L sod-
disfa I’enunciato og del lemma 1.11. Considerando poi 'inversa della funzione
collassante, essa ¢ immersione Y1-elementare:

eo: Ny <1 L

e dunque ¢ anche Y,-elementare per ogni n. La sua immagine ¢ esattamente
H,.

Infine definiamo

€as ::egloea:L<1L

Tale funzione e ben definita perche I'immagine di e, € H, C Hg, su cui e anche
definita elgl.

Osserviamo ancora che se «y ¢ limite (eventualmente §) allora H, =, < Ha
e quindi anche N, = J, .., No. Ho costruito un nuovo sistema diretto {(Ny, €
) | @ < 4} di morfismi {eqg | & < B < 40}; e in pil so che il limite diretto
Ns ¢ ben fondato, € Ns = L. Ma i domini del due sistemi sono gli stessi,
perche M, = N, = L; quindi mi basta dimostrare che in effetti eng = iag per
concludere.

Iniziamo da alcune osservazioni preliminari.

1. ing € morfismo elementare di punto critico xo. Quindi grazie all’osser-
vazione 3.46 per ogni X C &

X Q Zag(X) Q Hﬂ

X = iaﬁ(X) NKq-

2. iqp preserva tutti gli elementi di H,. Infatti, se x € H,, per definizione
esiste una Yj-formula ¢ e dei parametri opportuni ¥ € H per cui x =
hg (¥, Kyys - -5 Kny,); Der definizione di H, i9,(¥) = ¥ per ogni v < d e
in particolare ing(y) = ¥; e quindi ing(z) = iap(hg(¥sKyrs -1 Ky,)) =
h(Fy By« - s Ky ) = T

3. K € sottoclasse transitiva di H = Hj e quindi ¢ preservata dalla funzione
collassante e dalla sua inversa eg.
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4. Sia X C k,X € L. Da 3 segue che crit(ep) > k, quindi

X Cep(X) Ceg(k)

X=e(X)Nk
Vogliamo dimostrare le stesse cose per una e, qualsiasi.

5. Per costruzione ko C Hy. Sia & < Kq; allora & = iga(f)(Kyys- - -, Kn, ) DET
f e [x]" ;e parametri opportuni. Per l'elementarita di ey e per 'osser-

vazione 3 risulta f = eg(f) [ [k]". Ma per costruzione eo(f) € H e

quindi i9o(f) = eo(f) | [k]". Infine, essendo K,,..., Ky, < @, & =
100 (f)(Kryys- s K, ) € Hq.

6. Da 5 segue che k, ¢ sottoclasse transitiva di H, e quindi & preservata
dalla funzione collassante e dalla sua inversa e,.

7. Sia X C Kq, X € L. Da 6 segue che crit(ey) > Kq, quindi

X Cea(X) Cealka)

X =eo(X) Nkq
8. Per X C Ky, X € L,
Zag(X) = eag(X) NKg.
Infatti

iap(X) = iap(€a(X) NKa) =iap(ea(X)) Niap(ka) =

= ea(X) Nkg = ez (ea(X) Nrp) = eap(X) N kg

La terza uguaglianza vale perche 4,3 preserva gli elementi di H,, mentre
la quarta perche e/gl preserva gli elementi di kg (cfr. i punti 2 e 6).

9. Ponendo nel punto precedente X = k, si osserva che il punto critico di
€ap e
eap(ka) = Kip
e quindi per ogni X € X (kq) N My,

X Ceap(X) Crp

X =eqs(X)NEq

Terminate le osservazioni, dimostriamo che i,3 = e,g per induzione su /3,
con « < < §. Il caso 0 & banale perche le due funzioni sono 'identita su
L; i casi limite sono pure banali perche le funzioni sono definite allo stesso
modo, prendendo il limite induttivo. Sia quindi § ordinale successore, ci basta
dimostrare il caso = a + 1.

Ricordando il lemma 3.31,

Ma+1 =L= {ia,aJrl(f)(K/DA) | f € LN L}'
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Definiamo
R Mar1 — Naga

ia,a+1(f)(’fa) = 6a,a+1(f)("5a)

Intendiamo dimostrare che j e isomorfismo; in tal caso, deve essere l'identita.
Questo ¢ sufficiente, perche allora per ogni z € L

ia,a+1($) = ia,a+1(cz)(’€a) = ea,a+1(cm)("5a) = ea,a—&-l(x)

Per prima cosa osserviamo che j € ben definita ed iniettiva:

iaat1(f)(Fa) = laat1(9)(Fa) & Fa €iap({€ < ka | f(§) =9(5)})
& Ka € eap({€ <ra | f(§) =9(&)})

& eaar1(f)(Ka) = eaar1(9)(Ka)

g
g

dove nella seconda equivalenza ho fatto appello all’'osservazione 8. In tutta la
precedente argomentazione posso sostituire ‘€’ ad ‘="dimostrando cosi che j &
morfismo, non necessariamente elementare.

Per mostrare che j € isomorfismo ci manca solo pit la suriettivita. Prendiamo
Yy € Nyy1. Per costruzione, e,41(y) € Hot1 € quindi

eaJrl(y) = h(b(‘ﬁ Raps oo s By “a)

per opportuni ¢ Xi-formula, ¥ € H, v < ... < v, < «a. Cerchiamo una
funzione f € #*>L N L tale che

ea,a+1(f)(Ka) =y
e questa e:
f(é.) = h’(ﬁ(f? K”Ylv ctc F“"‘/mag)'
Bisogna pero dimostrarlo. Consideriamo la formula:

V€ < Ka (f(f) = h¢(f7’£’717"'7’i’vmv£)) (*)

Ricordiamo la definizione di funzione di Skolem:
he(@) =y & [(~Fwo(w,T) Ay =0)V (é(y,T) \V2(d(2,%) = z >1 y)]

Supponendo che > sia formula Xj, tale formula ¢ X 11. Ma eqq41 € Xp-
elementare per ogni n prefissato, quindi rispetta anche questa formula. E
pertanto rispetta anche la formula (x):

VE < o (J€) = ho(. Ky s 1))
= V& < Ka+1 (eq, a+1( NE) = (T, Ky o5 Ky, §))
= ea,at1(f)(Ka) = he(Z, Ky s By, Ka)
= ea,a—&-l(f)(ﬂa) =Y

e questo completa la dimostrazione. O
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3.7 Un corollario

La seguente proposizione, molto importante, ¢ un corollario del teorema appena
dimostrato:

Proposizione 3.48. Se esiste un cardinale misurabile allora esiste 0% .

Dimostrazione. Infatti I'esistenza di un cardinale misurabile implica ’esistenza
di un’immersione non banale j : V' < M per una qualche classe propria M
(prop. 3.24). Restringendola ad L, tale immersione continua ad essere non
banale, perche € non banale su On. Inoltre j rispetta la formula ‘x € L’, quindi
I'immagine di j [ L ¢ ancora in L:

jIL:L<L

il che equivale all’esistenza di 0%. O
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Capitolo 4

Teoria descrittiva degli
insiemi

In questo capitolo studiamo piu in dettaglio I'insieme R, che per noi € “w, e le
sue potenze R* = *(“w) con k € w. Per la precisione, la teoria descrittiva degli
insiemi si occupa dei sottoinsiemi definibili R.

La topologia che consideriamo su w ¢ quella discreta; R & dotato della
topologia prodotto, che risulta avere per base

B={N,|se<“w}
dove
Ns:{feww|sgf}

sono gli aperti di base. La topologia ammette evidentemente base numerabile;
inoltre rende “w completamente sconnesso ed omeomorfo all’insieme degli ir-
razionali (quindi non esattamente R, ma per molti versi simile, vedi Levy [5,
§VII)).

RF & dotato della topologia prodotto. Notiamo anche che con questa topolo-
gia R & omeomorfo a R¥.

i i
4.1 3 e II,
Descriviamo ora due gerarchie di sottoinsiemi di R¥.

La prima prende il nome di gerarchia di Borel. Se X C R<%

1. X € X¢ sse X ¢ aperto;
X € IIY sse X ¢ chiuso;

2. X € 39 sse ¢ unione numerabile di insiemi H% con 0 < a,
X € IIY sse ¢ intersezione numerabile di insiemi E% con f < a.

3. A0 = 20 A TIO.

Si puo dimostrare che la gerarchia si completa per o = wq, cioe il procedere
oltre wy passi non da luogo a nuovi insiemi.
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Generalmente questi termini vengono usati come aggettivi (‘X ¢ X¢’), ma
possiamo provare anche a descriverli come insiemi:

0= U {aperti di R*}
k<w

l_[(l) = U {chiusi di Rk}

k<w
=X R | Xx= XX | O}
k<w n<w 0<fB<a
I, = | J{XCRV [ X=X, X e | =9
k<w n<w 0<B<a

Il nome della gerarchia ¢ dovuto al fatto che 'unione di tutti i livelli e
I'insieme dei Boreliani, cioé la pill piccola o-algebra che genera gli aperti di R*:

. s 0 _ 0
Boreliani = U X, = U I1,
a<w] a<wi

Spesso hanno interesse i livelli pitt bassi della gerarchia, con a < w; sono detti
livelli di Borel finiti.

La seconda gerarchia invece e conosciuta come gerarchia proiettiva. Se
chiamiamo p 'operatore proiezione,

1. =39,

2. Ae X}, sse A=pB per Bell.

3. A1} sse A=pB per Be X}.

4. Al =31 NT1IL.

5. Chiamiamo analitico (analytic) un insieme 1.

Esplicitamente:

2= J{ACRY 3B eI, n 2(" (“w)) tale che A = pB}
k<w

m), = | J{ACRY IRM\Ae 2}
k<w
Storicamente nasce prima la definizione di insieme analitico, e solo dopo la
si generalizza alla gerarchia proiettiva.
11 simbolismo 33, e IT, ¢ dovuto ad Addison.
Lemma 4.1 (Proprieta immediate).

1. Per ACRF, A 2! & RM\A€IT};

2. Ogni XL, N P (*¥(“w)) & chiuso per unioni numerabili;

1Sfortunatamente la traduzione in italiano non rende la distinzione tra analityc e analitycal,
quindi preferisco mantenere la terminologia inglese.
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3. Ogni IIL, N 2(*(“w)) ¢ chiuso per intersezioni numerabili.
Seppure le due gerarchie siano definite in maniera piuttosto diversa, esse —
come suggerisce la notazione — non sono completamente indipendenti:

Proposizione 4.2 (Suslin). Sia A C *(“w). Allora A ¢ Borel sse sia A che il
suo complementare sono analytic. Cio equivale a dire che A & Al:

U =% =a]
a<wi

Quindi la gerarchia proiettiva estende, propriamente, quella Boreliana.

4.2 Y ell,

Introduciamo una seconda gerarchia sui sottoinsiemi di R, di tipo pili seman-
tico, piu affine, volendo, alla definizione di formule ¥,, e II,,. Distingueremo
graficamente le due gerarchie mediante 'uso del boldface (X77") o lightface (377);
un risultato importante riguardera il legame tra queste due categorie.

4.2.1 Codifiche

A ogni reale corrisponde una relazione su R che dipende pero dalla codifica delle
stringhe adottata. Per chiarezza riportiamo 'una e l'altra.

e Codifica di una stringa:

cod : w = w
mo+1 m.+1
(mo,...,my) — D Y Ok

dove (p,,) & la successione dei numeri primi. Notiamo che la codifica non
e suriettiva: ad esempio il numero 10 non codifica alcuna stringa di interi.

e Decodifica di una stringa:
dec(m, i) = min {e € w | p{** non divide m}
Notiamo che restituisce 0 anche se I'indice 4 & out-of-range.

e Notiamo che il problema di fissare un’enumerazione di <“w & equivalente
al fissare una funzione di decodifica; vale a dire, un’enumerazione possibile
e (s; | i € w) dove:

. My,...,My) sei=cod(my,...,my,)
71 0 altrimenti.

s; € semplicemente la funzione di decodifica: s;(j) = dec(%, j).
Una proprieta interessante di questa enumerazione ¢ che Vi € w (|s;| < 4).

e Due funzioni utili: se x € “w,

Z(m) := cod(z(0),...,z(m — 1))
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che di una funzione x conserva solo i primi m valori;
(x);(m) := z(cod(i,m))

che permette di utilizzare una sola funzione z al posto di numerabili (z);.
Si puo estendere la prima notazione al caso w € "w x *(“w) assumendo

che

wW(m) :== (wW1,..., W, Z1(m),...,Tx(m)) € "Trw

e Ad una funzione x € “w corrisponde una relazione F, su w:
mEn < xz(cod(m,n)) =0

e viceversa ogni relazione E puo essere scritta come FE, in infiniti modi
differenti, ad esempio scegliendo

2(i) = 0 sei=cod(m,n)emEn
“ 1 1 altrimenti.

e Alla relazione E, corrisponde poi una struttura: M, = (w, E;). m, ¢ la
funzione, se esiste, che mappa M, nel suo collasso transitivo.

4.2.2 Aritmetica del secondo ordine

Possiamo vedere i sottoinsiemi definibili di R* come predicati su “w. Lavoreremo

quindi non in “w bensi nell’aritmetica del secondo ordine, un’estensione di w

in linguaggio del secondo ordine che possiamo indicare LST?. Per la definizione

di strutture del secondo ordine si deva la sezione introduttiva 1.3.7.
Occorreranno due tipi di quantificatori e di variabili:

o 19 39 VY che variano in w (variabili numeriche);

v, 34 V! che variano in “w (variabili funzionali). Usiamo “w anziche

P (w) per comodita.
La struttura e allora:
A? = (w,%w, +, -, exp, <,0,1, ap)
I simboli necessitano di qualche spiegazione:
e i simboli +, -, <,0,1 hanno il significato usuale;
e exp:w — w e la funzione n — 2";
e ap: “w X w — w e l'operatore di applicazione di funzioni;

e I termini (numerici) di A2 si ottengono chiudendo 'insieme {0, 1,29 },.c.
rispetto alle funzioni {+, -, exp, ap(v}, ) }icw-

e Parleremo di quantificatori limitati riferendoci ai soli quantificatori nu-
merici: non ha molto senso un quantificatore funzionale limitato.
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Notiamo pero che un elemento di “w € da vedersi come un reale piti che come
una funzione intera.

Ci occupiamo ora della complessita delle formule di .A2. Le formule 3} sono
(a meno di equivalenza) della forma

Iy .. Flagey

dove 1 e formula priva di quantificatori funzionali e i cui eventuali quantificatori
numerici sono tutti limitati.
Dualmente per le formule I1}.

Proposizione 4.3 (Quantificatori numerici). In A% ¢ possibile:

1. Scambiare l'ordine delle quantificazioni, in particolare per anticipare tutti
i quantificatori funzionali:

VmIeR(m, w,z) & F2VOmR(m, w, (2)m)

FomvteR(m, w, z) < V23 "mR(m, w, (2)m)

Naturalmente lo scambio dei quantificatori 3°31 e YOV ¢ possibile e triv-
iale.

9. Contrarre i quantificatori:
I'mI'zR(m, w,z) & F'2R((2)0(0), w, (2)1)
VOmV iz R(m, w,z) < V'2R((2)0(0), w, (2)1)
a3y R(w,z,y) & F'2R(W, (2)o, (2)1)
ViaviyR(w, z,y) < V' 2R(w, (2)0, (2)1)

3. Contrarre tutti © quantificatori numerici, purche sia presente un quantifi-
catore funzionale:

VzR(w,z) < V' 23mR(m, w, z)
F2R(w,z) < 3'23%mR(m, w, 2)
dove R ¢ relazione AY. Di pia,
V2R(w,z) < V'23°mR(m, w(m),z(m))
F2R(w,z) & 32 mR(m, w(m),z(m))
Dimostrazione. 1 primi due punti sono banali ricordando il significato delle
funzioni (2),.

Per il terzo, dimostro solo il caso V!z R(w, x), I’altro ne & la negazione. Anzi-
tutto scriviamo R in forma normale premessa ed eliminiamo tutti i quantificatori
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universali; scrivo R come se fosse Eg, ma il caso H(,; ¢ identico. Vale:

VizR(w,z) < Y'ami¥V'moms... P(my,ma,...,w,x)

dove P & A)

V230V 2 0msV 2y ... P(ma, (20)(0),m3, (24)(0) ..., w, )
Vv 2V 24301 0ms ... Pl(my,ms, ... W, T, 20, 24, . . )
V123% P’ (m,w, 2)

v 239m3% P’ (m,w(p),Z(p))

V1239 P (m, W (m),Z(m))

tes o

4.2.3 Complessita di insiemi

Torniamo quindi al nostro proposito: definire una gerarchia di sottoinsiemi di
k(ww). Generalizzando, sia A C *w x *(“w): molto spesso sard s = 0. A non &
un oggetto di A%, dobbiamo considerarlo come un predicato:

A(ma,...,mg,11,..., 1) < (M1,...,mg,71,...,7%) € A.
Allora:

e A si dice analitico (analytical) se & definibile in A2, cioe se esiste una
formula ¢ senza parametri tale che

Yw € *w x F(“w) (Aw) & A% E p(w)).

A si dice aritmetico se ¢ definibile in .4? mediante una formula priva di
quantificatori funzionali;

A sidice risp. X%, I8, Al se ¢ definibile in 4% mediante una formula risp.
»iI0E, Al
n? n? n’

La gerarchia ¥0 prende il nome di gerarchia aritmetica; gli insiemi
aritmetici coincidono infatti con (J ¥0. La gerarchia ¥} prende invece
il nome di gerarchia analitica.

n<w

A € AY ¢ detto ricorsivo.

Come nel caso della gerarchia di Borel, & possibile estendere la gerarchia
0 ad indici transfiniti £2, ma non ce ne occupiamo. La nuova costruzione

a?

prenderebbe il nome di gerarchia iperaritmetica e come per i boldface risulta
U, 20 = At

Lemma 4.4 (Proprieta immediate).
1. Per ACTw x F(¥w), A€ Xl & "wx F(“w)\A € TT};

2. % UTLL C AV
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4.2.4 Complessita di insiemi in A?(a)

Sia a € “w.
A*(a) := (w, +,-,exp, <,0,1,a,“w, ap)

¢ lestensione di A2 ottenuta mediante I’aggiunta di un singolo reale a.
Sono analoghe alle precedenti le definizioni di un insieme:

e analitico per a;
e aritmetico per a;
o ¥,.(a), 1T} (a), A (a);

e ricorsivo per a.

4.3 Relazione tra le gerarchie lightface e bold-
face

Segue la preannunciata proprieta che lega i simboli lightface e boldface:
Proposizione 4.5. Sia A CRF, n > 0. Allora:

(i) Ae X! ssedaeR A€ Xi(a);

(ii) A €T}, sse Ja € R A € 11}, (a);

Ad esempio, A ¢ insieme 3} sse esistono una formula senza parametri ¢ ed
un parametro a € R tale che

vw (w e A& 3y p(w,y,a))

Corollario 4.6. In particolare ¥i, = X1 e 11 = II¢,.

Lemma 4.7. Gli insiemi 32, N Z2(R¥) sono Xy; formano una famiglia di aperti
suRF, e tale topologia ammette base numerabile.

Dimostrazione. E banale, dalla definizione, osservare che non possono esserci
pilt di Ny insiemi X . E anche un banale esercizio di topologia vedere che essi
formano una famiglia di aperti; e triviale & che esista una base di £9 numerabile,
e 20 stesso.
Puo essere perd interessante osservare che anche le seguenti sono basi (nu-
1. . 0 .
merabili) per le topologie X)) NR:
{BO = base standard di “w

B, = {njew Ukew Bik | Bji € Bm,l}
Sono basi perche ogni A € X0 & della forma

AZUﬂAij:U ﬂUBi-j’“

I1Ew jEW 1Ew \JEwkEw

dove gll Aij € 29,1—1 ei Bijk € B_1. O]
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Dimostrazione. (della propozione 4.5) Dimostriamo solo il caso semplificato di
insiemi A C RF.

Dimostreremo che X equivale a X¢ (a) e che IT¢, equivale a IT¢, (a) proce-
dendo per induzione su m.

il caso £9. A € X0 & un aperto di R¥. Un punto w € R* sta in A sse esiste
un aperto di base che sta in A e che lo contiene; 'aperto di base & della
forma Ny, x...x N, siy3 € gli aperti di base sono numerabili, quindi posso
considerare la funzione a € “w che li enumera, k per volta:

Aw) < I'm (w e N,

Sa(mk-+0)

X ... X N,

5a<mk+k—1>)

Gli aperti N; e la funzione s; sono definibili senza quantificatori, quindi
questa ¢ formula %9(a).

Viceversa, sia A C R¥ X{(a); esiste una relazione R € AJ(a) per cui:
A(w) & IPmR(m, w);

consideriamo allora gli insiemi R,, = {w | R(m,w)}. Essendo R formula
AY(a), essa non pud dipendere da tutto w ma solo da W(q) per un qualche
q € w. E quindi ogni R,, & aperto: se w la soddisfa, la soddisfa anche
tutto 'aperto di base Ny 4. Segue che ¢ aperta anche la loro unione A.

il caso X2 con m > 1. Sia A € X2 . In perfetta analogia col caso base,

A(w) < I'm (W € Bsynroy X - X Bsyiin)) (%)

dove B, = {B; | i € w} & la base sopra descritta per la topologia X0 NR.
A differenza del caso base, questa base non ¢ esprimibile in modo A e cid
fa salire la complessita della formula (*) fino a X9 (a).

0

Viceversa, sia A C R*¥ X0 (a); esiste una relazione R € 119, _;(a) per cui:

A(w) < IPmR(m, w).

Gli insiemi R,, = {w | R(m,w)} sono I1%,_,(a). Per ipotesi induttiva essi

sono anche IT%, _, e quindi A4 & unione numerabile di w insiemi R,,, € TI%,
ciot & XV .

il caso X}. X} = X0, quindi per quanto gia dimostrato A € X} equivale a dire
che A & X{(a) per un reale a opportuno. Cioe esiste una formula P AY(a)
tale che per ogni w

A(w) & mP(w,m) (%)

Chiaramente, questa ¢ anche una formula 3} (a), quindi se A € X9 allora
A & anche ¥}(a). Appena pitt difficile & dimostrare il viceversa; perche se
A € 35(b),
A(w) & F'zR(w, 2)
per un’opportuna formula R aritmetica in b; dobbiamo applicare la propo-
sizione 4.3 per sapere che
Alw) & Hlxﬂomﬁ(m7W(m),E(m)) (xx)

dove R & AY(b), e poi definire un nuovo parametro a € R tale che (a)y = b

e (a); = z. Cosi abbiamo ricondotto la formula (xx) nella forma (%),
dimostrando che A & X}.
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il caso X! con m > 1.

Aexl & 3IBec. , A=pB
& JacRIBeTl:_,(a) A=pB
& JaeR3IBell,_(a) Vw (A(w & F'2B(w,z))
=

JaeR A Xl (a).

il caso IT!,. Possiamo permetterci un’ipotesi induttiva leggermente pitt forte,
cioe che ogni 37 sia equivalente ad un certo 3! (a).

Belll, « 3AeX (B=RMA)
& JaeR3IAe X (a) (B=RMA)
& JacRBeIl (a)

4.4 Alberi

La prossima idea importante della teoria descrittiva ¢ quella di studiare un in-
sieme associando degli ordinali ai suoi elementi. Questa costruzione e attribuita
da Kanamori a Luzin e Sierpinski. La introduciamo qui perche & necessaria per
la dimostrazione di vari teoremi a riguardo delle gerarchie lightface e boldface.

Definizione 4.8. Un albero ¢ un insieme parzialmente ordinato (T, <) tale
che per ogni t € T l'insieme dei predecessori di ¢ € ben ordinato da <:

vVteT (< l{ueT|u<T) € buon ordine)

Essendo la relazione gia un ordine parziale, significa semplicemente che i
predecessori di ¢t sono confrontabili tra loro.

Le definizioni di livello, ramo, catena, anticatena, altezza, etc... sono quelle
solite.
Gli alberi che utilizzeremo sono i seguenti:

Definizione 4.9. Per un qualsiasi Y e un qualsiasi k € w, T & un albero su
kw x Y sse:

(1) T C Upes, "(Mw) x (™MY); cioe i suoi elementi sono (k + 1)-uple di funzioni
su m con codominio opportuno.

(ii) <f0a7fk‘> EijonS |f0| (<f0 rnvmfk [’I’L> ET)

Introduciamo la seguente relazione:
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Definizione 4.10. Se f,ge T e
F=or s i) €M(M0) x (MY) g ={gos---r9x) € F("w) x ("Y)
allora la relazione di inclusione componente per componente ¢
fCg9s (fo=golmA...Afe =gk m)

Un albero su ¥w x Y risulta essere un albero con la relazione di inclusione

componente per componente.

L’albero ha altezza massima w e i suoi livelli sono:

Lev,,(T) = TN (*(Mw) x ™Y)

Definizione 4.11. Indichiamo [T] la collezione dei rami infiniti di T:
(i) [T] € *(“w) x “Y;

(ll) <t0,...,t}€> S [T] @Vom(@o fm, ...t [m> € T)

k(ww) XYY

T g k(<ww) X <wY

Definizione 4.12. T ¢ ben fondato se [T] = ().

Ossia ’albero non ha rami infiniti, ossia ancora ’altezza dell’albero & finita.
Cio coincide con la ben fondatezza della relazione inversa O*. In questo senso,
gli alberi di Kanamori sono ‘rovesciati’ rispetto agli alberi usuali, nei quali la
ben fondatezza corrisponde alla ben fondatezza della relazione caratterizzante
I’albero.

Definizione 4.13. Se w = (7¢,...,2;_1) € {(“w), dove 0 < [ < k, indichiamo
Ty la seguente sezione di T:

(i) Tw @ albero su *~lw x Y;

(i) (to,...,tx_1) € Tw & Fm((zo [ m,..., 211 | M, to,...,tx) €T).

Se w = (z) indichiamo anche Ty, = T,.
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Notazione. Utili saranno le operazioni di concatenazione:
(my,ma...) " (n1,na,...) = (M1, ma,...,n1,Na,...), mi,n; € w
e di concatenazione componente per componente:
(1,22, .. ) " (Y1, 92, - ) = (17 Y1, 22" Y2, - - ), T,y € SPw

Se T ¢ albero su *w x Y et € |
sottoalbero di radice ¢:

mew T(Mw) x (MY) , il seguente ¢ il

T/t:={s|t""seT}

Lemma 4.14. Siano S, T alberi su *w x Y.

(i) T é ben fondato sse esiste un morfismo p : (I,2*) < (On,€) (cioé una
funzione che preservi l’ordine).

(ii) FEsiste un morfismo S — T sse T & mal fondato oppure altezza(S) <
altezza(T).

Dimostrazione.

(i) E ovvio, vale per ogni relazione binaria: il morfismo ¢ la funzione rango rella
relazione D*.

(ii),=) Siano f:S < T un morfismo, T ben fondata, pr : T < On. Dobbiamo
concludere che altezza(S) < altezza(T'). E infatti risulta che anche S ¢
ben fondata, essendo pr o f : S < On, ed affinche f possa preservare
l'ordinamento 'altezza di S dovra essere al massimo 'altezza di T

(ii),<) Dimostriamo separatamente i due casi.

Se T & mal fondata scegliamo un ramo infinito e per ogni elemento n € w
mappiamo ogni elemento di Lev,,(S) nel corrispondente elemento fissato
su Lev, (T); la funzione preserva I'ordinamento.

Se invece altezza(S) < altezza(T'), possiamo assumere T' ben fondato; e
quindi anche S ben fondato. Procediamo per induzione sull’altezza di T'.
Per ogni (i) € S, il sottoalbero S/(i) ha altezza minore; quindi esistera
un elemento ¢; € T tale che altezza(S/(i)) < altezza(T/t;) < altezza(T).
Per ipotesi induttiva fissiamo un morfismo f; : S/(i) < T'/t;. La funzione

cercata sara
0 ses=1(
e = {mﬂ»(u) se s = (i)~

O

Proposizione 4.15. Sia C C ¥(“w) = R*. C ¢ chiuso sse esiste un albero T
su *w tale che C = [T.

Dimostrazione.
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=) Sia C chiuso; pongo:
Te={(film,....[fr I m) Gk(mw) | (f1,---, fx) € CAm € w}.

Per costruzione C' C [T¢]; proviamo il contrario.

Essendo C chiuso, il suo complementare ¢ aperto, quindi

Yy € R*\C 3A aperto intorno di y (ANC =0).

Posso scegliere come A un aperto di base A = N;, x ... X Ng,; y €
A significa che le componenti y; estendono le componenti s;, magari su
domini diversi m;; scegliendo il piu piccolo dominio m,

Y€ Nyipm X .. X Nyt © N, X .0 X Ny,

Chiamero AY, il nuovo intorno di y trovato; vale

Yy € RF\C 3A aperto intorno di y (AY, NC = ().
Per definizione di [T¢], y & [T¢]: altrimenti troverei un indice n per cui
ylneTlg, maye A, e A, NC =0, assurdo.

<) Viceversa se T' & un albero su *w, C := [T] e z ¢ C, mi serve trovare un
intorno aperto di x disgiunto da C. Per definizione di [T], 3m € w(x |
m & T); allora Ny, X ... X Ny N [T] = 0.

O

4.5 Alcuni risultati

Seguono alcuni risultati interessanti, senza dimostrazioni. Questi risultati esu-
lano dagli scopi della presente tesi, e sono qui riportati unicamente per dare
un’idea generale delle gerarchie lightaface e boldface. Molte delle dimostrazioni
possono essere trovate in Kanamori [1, §12-14].

Proposizione 4.16 (Luzin, Suslin).
(a) Ogni insieme analytic é Lebesque misurabile;
(b) Ogni insieme analytic gode della proprieta di Baire;

(c) Ogni sottoinsieme analytic di “w gode della p.s.p..

Proposizione 4.17 (Luzin-Sierpinski). Ogni insieme II} (e quindi ogni 1) ¢
sta unione sia intersezione di Ny Boreliani.

Proposizione 4.18 (Suslin [7]). Ogni insieme Al ¢ Borel e viceversa.

Proposizione 4.19.

1 1. 1 1 1
An g An’ zn U Hn g An+1'
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Proposizione 4.20 (Suslin-Luzin). Ogni insieme X1 di reali gode della p.s.p..
Proposizione 4.21 (Godel). (V=L)

(a) Esiste un insieme AL non Lebesgue misurabile.

(b) Esiste un insieme II} che non gode della p.s.p..

(c) Esiste un buon ordine X1 su R.

Proposizione 4.22 (Mazurkiewicz).
{f €®R | f ¢ differenziabile} € TI}\X1
Proposizione 4.23 (Sierpinski). Ogni insieme X3 ¢ unione di X1 Boreliani.
Proposizione 4.24.
(a) Per ognin € w,
{(m,i,2) Ew X wX“w|m="p A (p é formula X,) AN M, = ¢[s;]}
¢ aritmetico. Sen >0 esso ¢ %Y.

(b) Sia ® C w un insieme di enunciati e Xo € “2 la sua funzione caratteristica.
Allora
{zr e“w| M, = ®}

¢ Aj(xa).
(c) Sea€“w e M, risulta ben fondata ed estensionale, allora
{(m,z) € w x“w | me(m) =z}
¢ aritmetico in a.
Proposizione 4.25 (Godel). “wN L e 2(“w) N <y, sono insiemi X3.

Proposizione 4.26. Ipotizziamo “w C L. Allora ?(“w)N <y, & un sottoinsieme
di R? A} non Lebesgue-misurabile e senza la proprieta di Baire.

Proposizione 4.27. Ipotizziamo w¥ = wy. Allora esiste un insieme di reali 11}
senza la p.s.p..

Le precedenti ipotesi valgono — ad esempio — se V = L.

Proposizione 4.28 (Suslin-Luzin). Ogni insieme X1 di reali gode della p.s.p..
Proposizione 4.29 (Solovay). Sia a € “w. Sono equivalenti:

(a) Ogni insieme di reali ¥3(a) gode della p.s.p.;

(b) Ogni insieme di reali 11} (a) gode della p.s.p.;

(c) wlL[a] < wi.
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4.6 1l teorema di assolutezza di Shoenfield

Le proposizioni seguenti forniscono una rappresentazione di insiemi proiettivi
come alberi; i utilizzeremo per dimostrare un importante risultato di assolutezza
dovuto a Shoenfield.

Proposizione 4.30 (Luzin-Sierpinski, Kleene). Siaa € “w, A C *(“w). Allora
A ¢TI (a) sse esiste un albero T su Fw x w tale che per ogni w € F(“w)

1. A(w) & Ty ¢ ben fondato;
2. la relazione {(i,w) | (s;) € Tw} é ricorsiva in a.

Dimostrazione. Ricordiamo che {s; | i € w} & una enumerazione prefissata di
<¥w; osserviamo poi che

Tw ={{t) |t € <YW AP n(wo [ n,...,wp_1 | n,t) €T}
<) In questo caso
A(w) & Vi n(s; =y [ n A (si) ¢ Tw),
che & formula I} (a).

=) Per semplicita consideriamo k = 1, w = 2 € “w. Come gia osservato, in
una formula con quantificatori funzionali & possibile ridurre i quantificatori
numerici ad uno solo; nel nostro caso, essendo A formula IT} (a):

A(z) & VyF'mR(m,z(m), (m))
dove R é relazione ricorsiva in a. L’albero T" su w X w cercato e:
T ={(s;t) | "1 < [s] ~R(L,3(1),1(1))}
Infatti, tenendo presente che T, = {{t) | I%n(x | n,t) € T},

T, ¢ ben fondato

ViyIm((y I m) ¢ T)

Vi mVon((z [ n,y [ m) ¢ T)
Viy0mvOn3®l < n R(1,Z(1),7(1))
ViymvOn30 (m <1 < n A R, Z(1),75(1)))
wiyBm R(L,3(m), 5(m)

A(x)

tes o

3

Osserviamo che T & definito da una relazione ricorsiva in a; e poiche
(si) € Ty sse (x | |si],s;) € T, anche la relazione {(i,z) | (s;) € T} ¢
ricorsiva in a.

O

In casi particolari la proposizione ha una formulazione equivalente.
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Definizione 4.31. Chiamiamo ordinamento di Kleene-Brouwer il seguente
ordine lineare su <“ On:

s<gpt< (sDt)V (Vi <is(y) =t(F) As(i) <))
Lemma 4.32. Un alberoT suy € On é ben fondato sse € ben ordinato da <kp-

Dimostrazione. Se T non & ben fondato besta prendere un ramo infinito: &
catena discendente secondo 'ordinamento KB, e quindi KB non & un buon
ordine.

Viceversa, sia T' non bene ordinato da <kp: esiste una catena infinitamente
discendente (t; | i € w); guardando la definizione dell’ordinamento, non posso
diminuire a piacere un prefissato elemento tx(¢) perché w & ben fondato, quindi
devo aumentare indefinitamente la lunghezza delle funzioni ¢;; e dunque 7" ha
un ramo infinito. O

Corollario 4.33. Se T ¢ albero su vy € On, nella proposizione /.30 possiamo
scrivere:

A(z) & <kp ben ordina T,

Definizione 4.34. Fissato un insieme Y, A C ¥(“w) & detto Y-Suslin se esiste
un albero T su *w x Y tale che A = p[T.

Osserviamo che

A=p[T] & Vw(A(w)<& [Tw] #0)
< VYw (A(w) & Ty ¢ mal fondata) .

Proposizione 4.35. Sia A C R¥
1. A ¢ Y-Suslin sse A é |Y|-Suslin;
A ¢ 2¥-Suslin;
A € X1 sse ¢ w-Suslin;
Se A ¢é k-Suslin, anche pA lo ¢é;

Se ogni A¢ con £ < k € k-Suslin, anche Ué Ae lo ¢

S Svo e

(Martin) A é wy,-Suslin sse é unione di wy, Boreliani.

Proposizione 4.36 (Shoenfield). Se A C *(“w) ¢ ¥i(a) e a € “w, esiste un
albero U € Lla) su *w x wy tale che A = p[U].
In particolare, ogni insieme 34 & wy-Suslin.

Dimostrazione. Per iniziare verifichiamo il risultato nel caso A € II}(a). Ci
limitiamo a dimostrare il caso k = 1.

Grazie alla proposizione 4.30 possiamo fissare un albero T € Lla] su w X w
tale che per ogni x

A(x) < T, & ben fondato
< dg(g: T, — w; preserva 'ordine)
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L’ultima equivalenza vale grazie al lemma 4.14. Definiamo un nuovo albero su
w X Wwi:

U= {{t,u) | Vi,j <|t| (si Dsj At [ |si],s:) € T = uli) <u(y))}

Ricordiamo che |s;| < 4; in pratica una coppia (t,u) & ammessa in U sse u
definisce un morfismo v’ tra il seguente sottoalbero di T

T = {(t [ |b],b) € T'| b < |¢]}

€ Wi:
o' (TW D) < (w,<)
(t Tm,b) — ulm)

Intendiamo dimostrare che A = p[U]. Infatti, per = € “w,

x € p|U] g € “wi({z, g) € [U])

dg € “n\Vn(z [ n,g [ n) eU

dg € “w1Vn g | n definisce un morfismo 7@
dg € “w; definisce un morfismo T, — w;

A(z)

R

Il penultimo passaggio vale perche T, = UnEw T(in),

Passiamo quindi al caso A C R¥, A € Xi(a): A = pB dove B C R**L,
B € Ti(a), e B = p[U] per un opportuno albero U su **lw x w;. Allora
posso trasformare U in U’, albero su *w x (w x wy) e A = p[U’]. Notiamo che
w X w;——w1, quindi U’ soddisfa la tesi. O

Teorema 4.37 (Shoenfield). Esiste un teorema c di ZF tale che per ogni a € “w
e per ogni M €-modello transitivo di & con wy U {a} C M ogni relazione ¥3(a)
(e quindi ogni relazione 113(a)) & assoluta per M.

Non ¢ invece richiesto che M sia modello interno di ZF, per quanto come
vedremo la dimostrazione risulterebbe piu semplice. A noi bastera una versione
semplificata del precedente teorema:

Corollario 4.38. Per ogni M €-modello transitivo di ZF che contenga w1 ogni

relazione X3 (e quindi ogni relazione 113) ¢ assoluta per M. In particolare questo
vale per L.

Dimostrazione. 11 corollario discende direttamente dalla proposizione 4.5.
Dimostriamo il teorema solo nel caso k = 1:

A(z) & Fyv 23mR(m, T(m), Z(m))

Inoltre iniziamo a dimostrare il teorema nel caso semplificato M = ZFC.
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AM(z) — A(x)) Grazie alla proposizione 4.30, per ogni y esiste un albero T'(y)
su w X w tale che

A(zr) < Fy(T(y). ¢ ben fondato)

< 3'y(Ty,,, ¢ ben fondato)
dove il nuovo albero T ¢ su ?w x w. La definizione di T & AY (cfr. prop.

4.30) e quindi possiamo assumere 7™ = T'. Per ogni z € M:

AM(z) < 3ye“wnM(T,, ¢ ben fondato)™
& Fye“wnM@Ep: Ty, < On)M
= Jyec“wnMEp: Ty, < On)
= 3y € “w(T(z,y) ¢ ben fondato)
< Ax).

A(x) — AM(x)) Grazie alla proposizione 4.36 esiste un albero U su w x wy tale
che

A(x) 3z € “wi(x, z) € [U]

U, ¢ mal fondato
Fg(g: U, < On)
(Fg(g : Ux < On))M
(U, & mal fondato)™
A(x)™

to o0

Se invece M £~ ZFC, Kanamori osserva che le proposizioni 4.14 e 4.36
non dipendono da DC; quello che serve invece € che U sia classe definibile
in M, per la qual cosa basta aggiungere l'ipotesi w; C M. Fatte queste
osservazioni, si dovrebbe riuscire a dimostrare che non ¢ necessario tutto
ZF ma solo un suo teorema ¢ sufficientemente potente.

O

4.7 Complessita di 07

Proposizione 4.39 (Solovay, Silver). (ZF) La relazione R su “w:
R(x) & x ¢ la funzione caratteristica di 0%
¢ insieme 113.
Dimostrazione. Ricordiamo che 0% C Formy- C w & quell’unico carattere
che soddisfa le condizioni (I)— (II) — (IIT). Se = = xs € “2 ¢ la funzione

caratteristica di un insieme di formule ® C Form«, possiamo definire:

Th, =2 (1)=&
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Definiamo quindi la relazione S su “w:
(1) xev2
(i) 3P C Formgs(Th, = ®), o equivalentemente z = xo
(#i7) Th, e teoria consistente e completa
(iv) Th, contiene ’enunciato o previsto dal lemma 1.11
(e richiamata sotto)
(v)  Th, contiene gli enunciati necessari perche i ¢;
siano indiscernibili
(vi) Th, contiene gli enunciati necessari per soddisfare (II) e (III)

Ricordiamo che og & quell’enunciato di £* tale che per ogni classe transitiva IV,
(N, €) =09 < (N =LV 36 ordinale limite tale che N = Ly)
A questo punto
R(z) & S(x) A Th, & carattere A Th, soddisfa (I)

Si dimostra facilmente che S & aritmetica, cioé non sono necessari quantificatori
funzionali per definirla.

Notiamo che S(x) implica che Th, ¢ completa e consistente, e quindi am-
mette un modello infinito. Si puo applicare la proprieta 2.2 per concludere
che essa ammette anche un modello con un insieme di indiscernibili prestabilito
qualsiasi.

Ricordiamo ora che ad ogni relazione F su w corrisponde almeno un y € “w
per cui E = E,; e analogamente ogni modello M = (w, E) ¢ un M, = (w, E,)).
Indichiamo temporaneamente M (T, r) il modello M,, relativo alla teoria T" con
insieme di indiscernibili di tipo d’ordine r previsto dal lemma 2.8.

Allora:

R(z) & S(z) AViyv'z
((Ey & buon ordine A M, = M(Th,, E,)) = M, & ben fondata)

Tale condizione (che & in effetti la (I)) ¢ sufficiente perche Th, sia anche un
carattere: per quanto detto prima esiste un modello M, che ammette un insieme
di indiscernibili; la proprieta (I) mi garantisce che ¢ ben fondato; allora posso
considerare il suo collasso transitivo, che ¢ ancora modello di Th,, ed applicare
oo per concludere che esso & un Ls (e non L perche sarebbe classe propria); e
quindi Th, ¢ un carattere.

Per quanto riguarda le altre asserzioni che compongono R(z), I’essere buon
ordine & I}, M, = M(Th,, E,) ¢ £{ e I'essere classe ben fondata ¢ nuovamente
II}; dunque R & IIi. Giustifichiamo le ultime affermazioni: per dire che E, &
buon ordine diciamo che

E, & ordine lineare AY'f3%n—f(n+1)E, f(n)

e la prima parte dell’enunciato & aritmetica. Dire che M, & ben fondata e
analogo, occorre scrivere la ben fondatezza dell’inclusione. Infine, M, soddisfa
il 2.8 se:

3L f(im(f) € OnM= AV0a, V0 V0nCy; . ..y (
(aEyb < f(a) < f(b)) A (p € Formg) Ayp ...y, € im(f) =
(M- = olyr,- - yn] © The = @(co, ..., cn)))))
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in cui I'ultima parte e aritmetica, € I’equivalenza tra I’enunciato

Fp,x € Form ((p e v Ax) AM, EvAM, = x)V I € Form
((peY)AN-M, =) V...V3Ia,be Vbl((¢ & a € b) ANaE,b)

e 'enunciato
x(Tp(coy - yen_1)") =1

Corollario 4.40.

(a) 07 ¢ insieme A}

(b) 0% ¢ assoluto per modelli M transitivi di ZF con wy C M.
(c) 0¥ ¢ L

(d) (30%) Ogni x € P(w)L ¢ AL e anzi é controimmagine di 0% mediante
un’opportuna funzione iniettiva e ricorsiva f :w — w.

Dimostrazione.
(a) Va (z € 0% & Iy (R(y) Ay(z) = 1) & Yy (R(y) — y(z) =1)).
(b) Essendo R relazione I3, segue direttamente dal corollario 4.38.

(c) Se per assurdo 0% € L, per assolutezza L = 30%; ma allora L = (V # L)
che dai corsi di logica sappiamo essere falso.

(d) Fissato z € P(w)r, grazie all’ipotesi esiste un termine di Skolem h ed
esistono indici &1,...,&, per cui @ = h(ig,...,i,). Allora la relativa
funzione f e

fly)="y=nh(c,...,ca)”

Tale funzione & chiaramente iniettiva; € ricorsiva perche tali sono le formule
che definiscono la codifica. Mostriamo che f~1(0%) = 2:

yex < LlEychle,...,c,) < Tyehler,...,cn)?€0?
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Capitolo 5
(Giochi infiniti

Iniziamo con I'introdurre la nozione di gioco infinito. L’assioma 307 entrera in
relazione con la determinatezza o meno di particolari giochi infiniti.

Dal punto di vista insiemistico € possibile descrivere un gioco puramente in
termini di insiemi e funzioni; tuttavia per poter immaginare meglio la situazione
¢ conveniente utilizzare terminologia ed immagini della teoria dei giochi.

Sia X un insieme non vuoto, A C “X. Descriveremo ora un gioco infinito
a due giocatori e con informazione perfetta avente X come insieme delle
mosse e A come insieme payoff per il giocatore I; tale gioco verra indicato G x (4).

Gli avversari saranno indicati rispettivamente I e II. All’inizio I sceglie un
elemento x(0) € X; II risponde con z(1) € X. Quindi I gioca z(2) e II ribatte
con z(3) e col via. Graficamente:

I «(0) x(2)
I z(1) z(3)

La definizione di mossa non € univoca; per noi una mossa ¢ il singolo elemento
di X (per altri & invece il punto d’arrivo in <“X).

Il gioco € univocamente determinato dalla sequenza x € “ X delle mosse, che
chiameremo partita.

La vittoria e del giocatore I se z € A, altrimenti & del giocatore II.

E molto comodo utilizzare le seguenti notazioni:

e z;(n) = x(2n) sono le mosse di I;
e z77(n) =x(2n + 1) sono le mosse di II;

e date due sequenze z,y € “X (che rappresentano le giocate di T e IT), x xy
¢ la partita risultante:
x *y(2n) = z(n)
zxy(2n+1) = yln) -~
Il gioco & chiamato a conoscenza perfetta perche ogni giocatore ad ogni turno
¢ al corrente di tutte le mosse effettuate dal suo avversario nei turni precedenti.
Una strategia ¢ quindi una funzione che permetta ad un giocatore di de-
cidere quale mossa fare in funzione delle mosse precedenti sia sue che dell’avver-
sario; per 'esattezza, distinguiamo una strategia per I, che & una funzione:

o UQ"X—>X

new
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da una strategia per II, che ¢ una funzione:

T UQ”HXHX

new

Utilizzeremo il simbolo * anche per le strategie nella maniera intuitiva; la
partita o *x T é:

I o) a(a(0), m(a(0)))
I 7(o(0)) T(o*7[3)

Un elemento y € “X puo essere visto come strategia indipendente dalle
mosse dell’avversario, quindi hanno senso le scritture o * y e y * 7, nonche la
precedente x * y. Formalmente:

{0*7(271) = o(ox7](2n))
cx1(2n+1) = 7(o*x7](2n+1))

Diremo che o € una strategia vincente per I se I, utilizzando tale strategia,
vince indipendentemente dalla strategia dell’avversario:

{oxylye“X}CA
e analogamente 7 & strategia vincente per II se
{zx7]|2€“X}NA=10

Infine, il gioco Gx(A) si dice determinato se uno dei due giocatori ha una
strategia vincente; e evidente dalle definizioni che solo uno dei due puo averne
una.

Introduciamo un’ulteriore notazione utile: se A C “X, s € <“X, indico
Als:={z€e“X |s"z € A}.

Se il gioco iniziale era Gx(A), e le prime |s| mosse sono quelle descritte da
s, possiamo dire che il gioco & cambiato: il nuovo gioco & appunto Gx(A/s).

Osservazione 5.1. Se un giocatore non ha una strategia vincente in Gx(A),
per ogni mossa a di I esiste una mossa b di II per cui I continua a non avere
una strategia vincente; ossia I non ha strategia vincente in Gx(A/(a,b)). II
ha quindi una strategia ‘minimale’, usando la quale I non ha mai una strategia
vincente; ma nessuno garantisce che tale strategia sia vincente.

Osservazione 5.2. Ad ogni y corrisponde una partita o * y differente; quindi
{oxy |y € “X} ha cardinalita | X|“ e se |A] < | X|“ il giocatore I non puo avere
una strategia vincente.

Analogamente anche [{z *x7 | z € “X}| = |X|¥ quindi se [*X\A4| < |X|¥ il
giocatore IT non puo avere una strategia vincente.

Nel caso di giochi su w possiamo dire di piu:

Lemma 5.3. Sia A C “w, |A| < 2%0; allora II ha una strategia vincente per
G, (A).
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Dimostrazione. A partire dall’insieme A costruiamo un nuovo insieme, diciamo
B, nel seguente modo:
B = {l’]] | xr € A},

cio¢ estraggo solo le sequenze che deve giocare I per arrivare in z. Ma |B| <
|A] < 2% quindi c¢’® almeno una sequenza y ¢ B che II pud giocare con la
sicurezza di vincere. O

Osservazione 5.4. Notiamo tuttavia che dal punto di vista insiemistico & suf-
ficiente porre Gx(A) = (X, A). Di pit, nei casi pitt comuni X = w; allora si
puo identificare G,(4) = A C “w.

Con queste notazioni, ha senso dire che un insieme A C “w ¢ determinato
sse lo ¢ il gioco G, (A).

5.1 Assiomi di determinatezza

Introduco a questo punto alcune notazioni che ci saranno utili nei prossimi
teoremi. Sottolineiamo pero che cronologicamente tali notazioni sono posteriori
ai suddetti teoremi.

(Det(A)) Ogni elemento di A C Z(R) & determinato.
(AD) Det(Z2(R)), ciot ogni insieme di reali ¢ determinato.
(PD) Det(U, e, )

L’enunciato Det(X) viene in generale chiamato determinatezza di X; AD &
I'assioma di determinatezza e PD la determinatezza degli insiemi proiettivi'.

5.2 Varianti del gioco

Il gioco viene detto infinito perche e in effetti un caso particolare di un gioco
piu generale. Nella sua forma originale — ad esempio in Martin — il gioco era
G(T; A) dove T & un albero. I rami di T'— infiniti o no — sono tutte le partite
possibili. L’insieme payoff & un sottoinsieme non di [T'] bensi dell'insieme di tutti
i rami dell’albero, che possiamo indicare [T]p; (Martin invece usa il simbolo [T]
per indicare quest’ultimo).

Se T'= <*X allora il gioco ¢ riconducibile al nostro, G(T; A) = Gx(A); se
al contrario ’albero ¢ ben fondato il gioco si dira finito.

Esistono molti altri giochi, non tutti riconducibili a questo schema. Riman-
diamo a Borel[6] e Mazur (non mi risulta pero che lo Scottish Book di Mazur
sia stato pubblicato).

Ne citiamo due, che sono varianti del gioco Gx (A) sopra descritto.

Indichiamo G% (A) il gioco in cui lo spazio delle mosse possibili per II &
ancora X mentre lo spazio delle mosse per I & <“X\{(}; ¢ come se al giocatore
I venisse permesso di svolgere ad ogni suo turno un numero arbitrario di mosse

INell’originale: projective determinacy.
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di X. Se indico s; le funzioni giocate da I e k; gli elementi giocati da II, la
partita € univocamente determinata dalla funzione

z = so-(ko)-s1-(k1)-... € “w

dove (k) ¢ la funzione 0 — k e _ & 'operatore di concatenazione tra funzioni
finitarie su w. La terminologia € poi analoga a quella utilizzata per Gx (A).

Indichiamo con G*%f(A) il gioco in cui lo spazio delle mosse & per ambo i
giocatori <“X\{0}; se s; sono le funzioni giocate da I e ¢; quelle giocate da 1T
la partita & univocamente determinata da

T = sgtg-S1-t1-... € “w

Quest ultimo ¢ il gioco cui fa riferimento Mazur nello Scottish Book.

Un terzo gioco ¢ il covering game di Harrington per il quale rimandiamo a
Kanamori [1, 27.7].

5.3 Alcuni risultati

Riportiamo qui alcune costruzioni ed alcuni risultati della teoria dei giochi, senza
dimostrazioni. Tali dimostrazioni si trovano quasi tutte nel testo di Martin [10]
e in quello di Kanamori [1].

Imponiamo su X la topologia discreta, su “X la topologia prodotto. Ri-
cordiamo che in questo modo la topologia prodotto & quella che ha per base
degli aperti gli insiemi

N ={fe“X|sCf}

al variare di s € <“X.

Osserviamo che il lavoro di Martin — che studia giochi su un albero T'
anzicheé su <“X — necessita invece di opportune generalizzazioni. Lo spazio
topologico non ¢ R ma

[T]ar := {tutte le partite in T'};

una base degli aperti ¢ data, analogamente al caso reale, dai [T/p|as.

Lo spazio risultante, seppur metrico completo, non e separabile. Inoltre
cambiano le definizioni di gerarchie lightface e boldface, che raggruppano i
sottoinsiemi di [T]5s e non di R.

E comprensibile quindi che Martin giunga ad alcuni risultati differenti dai
nostri. In particolare, diventa falsa la proposizione 4.18: la classe Al & per lui
pil vasta dei Boreliani, ed € da lui chiamata classe dei quasi-Boreliani.

Proposizione 5.5 (Zermelo, 1913). (AC) Se T é un albero privo di rami
infiniti, ogni gioco G(T; A) ¢ determinato.

Proposizione 5.6 (Zermelo, 1913). (AC) Se A C “X ¢é clopen, Gx(A) é
determinato.

Proposizione 5.7 (Hugo Steinhaus, Banach, Stanistau, Mazur, 1925). (AC)
FEsistono giochi Gx (A) non determinati.
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Questo risultato € ancora piuttosto primitivo, in seguito & stato raffinato. Ad
esempio, si osserva che U'ipotesi AC & superflua (cfr. proposizione 5.11): in ZF
si dimostra che non tutti i giochi infiniti su X = R; possono essere determinati.
E lo stesso vale per i giochi su un cardinale X = k > Ny, oppure su X = Z(R).
Tuttavia non si riesce a dimostrare lo stesso risultato per X = R senza utilizzare
AC (cfr. proposizione 5.9).

Proposizione 5.8 (Gale-Stewart, 1953). (AC) Se A C “X ¢ aperto oppure
chiuso, Gx(A) é determinato.

Dimostrazione. Sia A C “w aperto. Immaginiamo che I non abbia strategia
vincente; come gia osservato (5.1) il giocatore II ha una strategia minimale.
Dobbiamo dimostrare che in questo caso essa € vincente.

Consideriamo una partita vinta da I, x € A; A & aperto, quindi z € A sse
esiste un aperto di base Ngj2, € A; ma allora, quale che sia la strategia di 11,
una volta entrati nel cono di x | 2n (cioe¢ dopo i primi n turni di gioco) ogni
strategia e vincente per I; e quindi IT non poteva avere seguito la strategia 7.

Segue ora il risultato per i chiusi. Se B C “w & chiuso, il complementare =B
¢ aperto; e quindi anche l'insieme C := {(0) "z | € =B} & aperto. Come gia
dimostrato il gioco Gx(C) & determinato; il giocatore I deve giocare necessari-
amente 0 per vincere, poi il gioco si riduce a Gx(—C/(0)) = Gx(B) in cui si
sono scambiati i ruoli di I e II. Quindi anche B & determinato. O

Proposizione 5.9 (Gale-Stewart, 1953). (AC) Esiste un insieme di reali non
determinato.

Dimostrazione. Le possibili strategie per I sono 2%°: sono tutte le funzioni
Unew "w — w. Analogamente per I1. Indichiamo quindi {0 | 7 < 2%} un’enu-
merazione delle strategie di I, {7, | v < 2%} un’enumerazione delle strategie di
1I.

Usiamo ora un procedimento per diagonalizzazione. Costruiamo ricorsiva-
mente A = {a, | a € 2%} B = {b, | a € 2%} C “w:

aq € “w tale che 3z € “w(an = 2% 7o) Naq ¢ {by | v < a}
b € “w tale che Jy € “w(by = 04 *y) Aba ¢ {ay | ¥ < a}

La costruzione & possibile perche al passo a-esimo ci 2%° possibilita perz ma
meno di 2% elementi {b, | v < a} da escludere, quindi & possibile trovare un
Gq; € un discorso analogo vale per b,,.

Chiaramente AN B = () e |A| = |B| = 2% (questo ci garantisce che non
possiamo usare il lemma 5.3 per trovare una strategia vincente). Dimostriamo
che I'insieme A non & determinato; in effetti neanche B lo e.

e Se o, fosse strategia vincente per I, Vy € “w(c, xy € A). Ma per
costruzione di B, b, =0, *y € B,e BNA=10, L.

e Se 7, fosse strategia vincente per I, Vz € “w(z x 7, ¢ A). Ma per
costruzione di A, ao, =Z* 7, € A, L.

O



84 CAPITOLO 5. GIOCHI INFINITI

Corollario 5.10. AC = = AD.

Proposizione 5.11 (Mycielski, 1964). (ZF) Esiste un gioco Gy, (A) non de-
terminato.

Martin riporta le dimostrazioni di determinatezza di numerose famiglie di
insiemi. L’ambiente in cui lavora ¢ ZFC privato dell’assioma potenza e con
I’assioma del Rimpiazzamento limitato alle 3;-formule; possiamo indicare tem-
poraneamente ZS tale teoria.

Proposizione 5.12 (Philip Wolfe, 1955). (ZS) Ogni gioco 9 ¢ determinato.
In particolare, Det(X9).

Proposizione 5.13 (Morton Davis, 1964). (ZS) Ogni gioco X9 ¢ determinato.
In particolare, Det(X9).

Proposizione 5.14 (Martin, 1974). (ZS) Ogni gioco Y ¢ determinato. In
particolare, Det(AY).

Questo ¢ il risultato pitt complesso che possa essere dimostrato con tecniche
classiche in A?%; il seguente richiede invece un lavoro dimostrativo molto pit
impegnativo. Ricordiamo che i Boreliani sono un sottoinsieme dei A}, e le due
classi coincidono nel caso T = < X:

Proposizione 5.15 (Martin, 1975). (AC) Ogni Boreliano é determinato.

Proposizione 5.16 (Martin, 1990). (AC) Ogni Al ¢ determinato.

Su questa strada e perd impossibile proseguire: come gia preannunciato la
determinatezza degli insiemi ITj & enunciato indipendente da ZFC, equivalente
ad 307.

I seguenti risultati riguardano invece le varianti proposte al gioco G:

Proposizione 5.17 (Mazur, Banach - Maudlin 1981; Oxtoby 1957). Sia A C
“Yw. Allora:

(a) II ha una strategia vincente in G=F(A) sse A é magro.

(b) I ha una strategia vincente in G*(A) sse Ny
A ¢ magro per un qualche s € <“w.

Proposizione 5.18 (Davis 1964). Sia A C “2. Allora:
(a) II ha una strategia vincente in G5(A) sse A é numerabile.
(b) I ha una strategia vincente in G5(A) sse A ha un sottoinsieme perfetto.

Se ne puo trovare la dimostrazione in Kanamori, cap. 27.

Il seguente corollario applica la proposizione 5.18 nel consueto spazio “w;
per farlo ci & necessaria la mappa:

P Yw — Y2
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W(z) =(1,1,...,1,0)-(0,0,...,0,1)_(1,1,...,1,0)-(0,0,...,0,1)_...

in cui la k-esima sequenza & composta di (k) cifre uguali e una diversa, in modo
che la successione risultante non sia definitivamente costante.

Si dimostra facilmente che ¢ ¢ omeomorfismo sull’immagine, e che tale
immagine ¢ composta da tutte e sole le successioni non definitivamente costanti.

Corollario 5.19. Sia A C “w. Allora:
G5 (v[A4]) é determinato sse A gode della p.s.p..

5.4 Det(II})

Proposizione 5.20 (Martin). 30% = Det(I1}).

Dimostrazione. Fissiamo A C *(“w), A € II}; vogliamo dimostrare che G, (A)
¢ determinato.

Grazie alla proposizione 4.30 ed al suo corollario esiste un albero 7' su w X w
tale che per ogni x € “w

A(z) & T, ¢benfondato < <kp ben ordina Ty.

Inoltre, guardando la definizione di T, possiamo dedurre che T' € L.
Fissato z € “w definiamo un nuovo ordinamento su w:

Z<I_]<:>(S“SJ¢Tx/\2<j)\/(SZ¢TI/\S]€Tx)
\/(Si,Sj e T, Ns; <KB 5j)7

ossia l'ordinamento e quello quello KB per gli indici degli s; € T, mentre e
quello naturale per tutti gli altri. Ne segue che

A(x) < <, & buon ordine.
Definiamo poi per ogni s € <“w gli alberi
Tiey = A{w | Im < [s] ({(s [ m,w) € T)}
e gli ordini lineari su w
1<s] & (Si,Sj ¢ T(S) Nt < j) V (SZ §‘f T<5> Nsj € T<S>)
Vv (si, S5 € T<S> N S; <KB Sj).

Chiaramente <, = U,,c., <z{m-
Possiamo infine definire un nuovo albero su w X w:

T* o= {(s,u) | Vi, j < |s| (u(i) < u(j) i<, j)}

che contiene le coppie (s,u) in cui u : {|s], <q) < (w1, <).
L’unione di un singolo ramo ¢ cio che ci serve:
Alr) & Jg:(w,<g) < {w1,<)
& dgetwi((z,g) €[T7]).
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Consideriamo ora un gioco ausiliario G* € L:

I (x(0),4(0)) (2(2),9(1)) (2(4),9(2))
II z(1) z(3)

dove I oltre a giocare z(2i) € w gioca anche g(i) € w; tentando di preservare
lordinamento da (z,<,) in wy: I vincesse z € Aeg: (x,<z) < (w1, <) cioe
sse (x,g) € [T%].

G* & determinato (in L), perche se I perde perde ad uno stato finito, oltre il
quale g non puo pil preservare ’ordinamento. Quindi, se I non ha una strategia
vincente, a II basta utilizzare la sua strategia minimale: giunti ad un certo
stadio finito, I perdera definitivamente.

Dimostriamo allora che anche G, (A) & determinato.

Supponiamo dapprima che nel gioco G* sia I il giocatore con una strategia
vincente (in L), e sia questa o (i) = (x(21), g()); tale strategia & vincente anche in
V', perche se I perdesse in V' perderebbe ad uno stadio finito e quindi anche in L;
allora I ha una strategia vincente anche in G, (A): & semplicemente o’ (i) = z(2i)
(per semplicita notazionale sto indicando o, z, g, 0’ come se non dipendessero da
altro che da ).

Viceversa se la strategia vincente in G* in L e 7 di II, consideriamo l'insieme

P, = {inizi di partite di G* che non sono sicure per I} C ““w

cioeé quei segmenti iniziali di partita in cui potrebbe ancora vincere I. Osserviamo
che in L la relazione (P, D) & ben fondata: non possono esserci rami infiniti
perche — come gia detto — se I perde deve perdere necessariamente ad uno
stadio finito. La ben fondatezza di D in P, vale anche in V' perche tale relazione
¢ assoluta. Quindi 7 deve essere strategia vincente per II al gioco G* anche in
V.

Resta da trovare la strategia vincente 7" per II al gioco G,,(A). Deve essere:

T U (2"+1w U "'le) — w
n<w
/. 2n+1
T U w—w
n<w

Grazie ad 30% trovo un insieme di indiscernibili I con i quali si pud descrivere
tutto L; in particolare si puo descrivere 7. Diciamo che

T =hy(ie,, - ig,,)
eig <...<dlg <7y <ws;definamo C := I, N (w1\7). La strategia cercata é:

)=k IueC(t [ n+1u) € T* AT(t,u) = k).

in cui ciot u : (n+ 1, <;pn+1) < (C,<). La strategia ¢ ben definitad per indis-
cernibilita di C'; dimostriamo ora che € vincente. Per assurdo esista una partita
z in accordo con 7’ e ciononostante x € A. C' & non numerabile:

g : (w, <z) < (C, <) = (w1, <).

Quindi (z,g) € [T*], cio¢ la coppia corrisponde ad una partita in cui vince I,
in contraddizione col fatto che in tale partita IT ha seguito la strategia vincente
T. O



Capitolo 6

Sviluppi e generalizzazioni

Il teorema 2.29 e un ottimo punto di partenza, ma molte altre cose si possono
dire a riguardo di 0%. Si possono trovare conseguenze dell’assioma 30% in
svariati campi, anche molto distanti fra loro, della teoria degli insiemi. A titolo
di esempio, nell’ipotesi 30# si pud dimostrare che:

Proposizione 6.1. (30%) Ogni insieme ¥3 ¢ Lebesque-misurabile.
Proposizione 6.2. (30%) Esistono dei generici di Cohen su L.

Volendo generalizzare la costruzione, si puo pensare di definire un insieme
A# per ogni insieme A C On. L’ambiente non sara pitt L bensi L[A], classe che
in generale estende propriamente L, per la cui definizione rimandiamo a Kunen
o Devlin; tutti i risultati dimostrati per 0% a riguardo di L valgono per A% a
riguardo di L[A].

Ad esempio si dimostra che:

Proposizione 6.3 (Martin). Va € “w (Ja# = Det(I}(a)))
Corollario 6.4. (Va € “w3a#) = Det(I1}).

la cui dimostrazione e pressoche identica a quella della proposizione 5.20.
L’esistenza di un cardinale misurabile impica che Va € “w3a?, da cui ovvi-
amente segue 307,
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Appendice A

Tabella dei simboli

A scanso di equivoci riportiamo il significato dei simboli utilizzati.

Simboli logici

A AND logico
\% OR logico
- NOT logico
= implicazione logica
ZF F o l’enunciato o ¢ dimostrabile nel sistema di assiomi ZF

Simboli insiemistici

funzione

iniezione

suriezione

biiezione, ma anche: vedi sotto

inclusione

differenza tra insiemi

im f immagine della funzione f

f"A  immagine dell’insieme A mediante la funzione f
|A] cardinalita di A

ot(R)  tipo d’ordine del buon ordine R

— [ b1y

[A]*  sottoinsiemi di A di tipo d’ordine «
P5(A) sottoinsiemi di A di cardinalita A
On classe degli ordinali

Card  classe dei cardinali
Form  insieme delle formule
Sent insieme degli enunciati
Vbl insieme delle variabili
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Simboli model-teoretici

< sottostruttura; morfismo. Ad esempio per le funzioni che
preservano 'ordine.

< sottostruttura elementare; immersione elementare
<n sottostruttura X,,-elementare; immersione ¥,,-elementare
— isomorfismo

strutture elementarmente equivalenti
strutture isomorfe

¢[f] M soddisfa la formula ottenuta da ¢ sostituendo ad ogni variabile
libera v; 'elemento f (%)

R

M

Ulteriori simboli sono presentati nel capitolo Richiami.
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